ALGORITMI RECURSIVI |
METODELE DIVIDE ET IMPERA |
SI BACKTRACKING

Recursivitatea este o tehnicd de programare bazatd pe apelarea unui
subprogram de catre el insusi. In cadrul capitolului sunt prezentate calculul recursiv,
metoda ,,divide et impera” si metoda backtracking implementata recursiv.

5.1 Calcul recursiv

Calculul valorii n! pentru n dat poate fi efectuat pe baza formulei n!=n(n-1)!,
pentru n>1 si 0!=1. Daca Fact(n) este functia Pascal care calculeaza n!, atunci, daca
n2>1 evaluarea lui Fact(n) rezulta prin multiplicarea cu » a valorii calculate de apelul
Fact(n-1), cu Fact(0)=1. Cu alte cuvinte, apelul functiei Fact(n) realizeaza calculul
“imediat” daca n=0, altfel presupune un nou apel al aceleiasi functii pentru valoarea
argumentului egald cu n-1. Cazurile in care este posibild evaluarea “imediatd” se
numesc conditii terminale.

In Pascal, functia Fact, este:

function Fact (n: byte): word;
begin

if n=0 then Fact: =1

el se Fact:=n*Fact(n-1);
end;

n!
k!(n —k)!

ridicd dificultati deoarece n!, pentru n=> 13, nu poate fi reprezentat in calculator ca

Utilizarea formulei CE = pentru calculul combindérilor (n, k date)

data de un tip intreg, chiar dacd numarul C ,'f este relativ mic si poate fi reprezentat

. - L k k-1 5
ca intreg. Pe baza relatiei de recurentda C, =C, ,+C, ~, rezultdi ceea ce este

cunoscut sub numele de triunghiul Iui Pascal.
De exemplu, triunghiul lui Pascal, pentru n = 7, este:
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Secventa de program pentru calculul C ff ,0<k<n<13 este:

var
n,i,j:word,;
x:array[0..13,0..13] of word,

begi n
wite(’Val oarea pentru n=");
readl n(n);
if n>13 then
witeln('Eroare’)
el se
begi n
x[ 0, 0] : =1;
for i:=1to n do
begin
x[1,0]:=1;
x[i,i]:=1,
end;
for i:=1to n-1 do
for j:=1to i do
X[1+1,j]= x[i,j-1]+x[i,j];
end;
for i:=0 to n do
begin
for j:=0 to i do wite(x[i,j]," “);
witeln;
end,;
end.

Valorile combinarilor sunt calculate in componentele tabelei x, fiind utilizata

. (n+1D)(n+2)

. 2 .
numai ———— = din cele 14~ celule de memorie rezervate.
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Se poate proceda, insa, altfel. Se presupune ca function comb(n,k) calculeaza
C f . Conform relatiei de recurentd, dacd n=k=> 1, atunci evaluarea corespunzatoare

apelului comb(n,k) revine la insumarea rezultatelor obtinute prin apelurile comb(n-
1,k) si comb(n-1, k-1), unde comb(n,0)=1, n=>0. Daca evaluarile comb(n-1,k) si
comb(n-1, k-1) sunt realizate in acelasi mod, rezultd ca apelul comb(nk) va
determina o secventa de apeluri ale aceleiasi functii pentru valori ale argumentelor
din ce In ce mai mici, pdnad cand este indeplinitd una din conditiile terminale
comb(n,0)=1, comb(k,k)=1.

. . o . k
Solutia recursiva a evaludrii C, este:

function conb(n, k: byte): word;
begi n
if k>n then conb: =0
el se
if (k=0) or (k=n) then conb: =1
el se conb: =conb(n-1, k) +conb(n-1, k-1);
end;

Un alt exemplu este urmitorul. Se presupune ci fy, f;, &, [ sunt numere
reale date si pentrup>2, f, =af , , + fff, ,. Se cere s se calculeze f, pentru n dat.

Sirul definit de relatia precedentd pentru fi=fi=a = =1 se numeste sirul lui

Fibonacci. Daca Fib(n) este functia Pascal care calculeaza cel de-al n-lea element din
sirul considerat, atunci evaluarea lui Fib(n) revine la insumarea valorilor lui Fib(n-1)
si Fib(n-2) ponderate de constantele « si [, adicd rezolvarea problemei Fib(n)

poate fi redusa la rezolvarea problemelor Fib(n-1), Fib(n-2) cu conditiile terminale
Fib(0)=f,, Fib(1)=f;.

Functia Pascal Fib pentru calculul celui de-al n-lea termen al sirului definit
anterior este:

function Fib(n:word;alfa, beta, fO,fl:real):real;
begi n
if n=0 then Fib:=f0
else if n=1 then Fib:=f1
el se Fi b:=al fa*Fi b(n-1)+beta*Fi b(n-2);

end;

Fiecare apel Fib(n) pentru n>1 determind Incad doud apeluri: Fib(n-1) si
Fib(n-2). Numarul total de apeluri efectuate pand la rezolvarea problemei Fib(n)
creste exponential, in functie de parametrul n. Mai mult, rezolvarea problemei
Fib(n-2) are loc atat la apelul Fib(n-1), cat si la apelul determinat de Fib(n). Datorita
acestor inconveniente, este preferatd o solutie iterativa pentru calculul unui termen de
rang dat al sirului lui Fibonacci.
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Se spune ca astfel de apeluri sunt recursive directe. Schema unui apel
recursiv poate fi descrisd in modul urmator. Se verifica daca este Indeplinita cel putin
una din conditiile terminale. Dacad este indeplinita o conditie terminala, atunci
calculul se incheie si se revine la unitatea apelanta. In caz contrar, este initiat calculul
pentru noile valori ale parametrilor, calcul care presupune unul sau mai multe apeluri
recursive.

Mecanismul prin care este efectuat apelul unui subprogram se bazeaza pe
utilizarea stivei memoriei calculatorului. Fiecare apel determind introducerea in stiva
(operatia push) a valorilor/adreselor parametrilor formali, adresei de revenire si a
variabilelor locale. La momentul executiei, aceste informatii sunt extrase cu
eliminare din stiva (operatia pop), eliberandu-se spatiul ocupat.

In cazul subprogramelor recursive, mecanismul functioneaza astfel: se
genereazd un numar de apeluri succesive cu ocuparea spatiului din stivd necesar
efectuarii acestor apeluri pana la indeplinirea unei conditii terminale; apelurile sunt
executate in ordinea inversd celei in care au fost generate, iar operatia push poate
produce depasirea spatiului de memorie rezervat in stiva.

Astfel, in cazul apelului Fact(3), secventa de apeluri recursive initiate este:
Fact(2), Fact(l), Fact(0). In continuare executia determind Fact(0)=1,
Fact(1)=1*Fact(0)=1,  Fact(2)=2*Fact(1)=2,  Fact(3)=3*Fact(2)=6.  Evolutia
determinatd de apelul Fact(3) in stivad este ilustratd in figurile 5.1 si 5.2, unde (o)
reprezintd adresa de revenire in punctul de unde a fost efectuat apelul Fact(3).

Apelurile recursive ale unei proceduri sau functii pot fi si indirecte, in sensul
ca este efectuat un apel al unei alte proceduri sau functii care, la randul ei, initiaza un
apel al procedurii sau functiei initiale.

Un exemplu simplu 1l reprezintd calculul valorilor functiei h=fegef , unde
f,g:R—R sunt functii date.Un mod de a rezolva aceastd problema este descris in
continuare. Daca f{x), g(x) sunt functiile Pascal care descriu calculul necesar
evaludrii functiilor date In punctul x, atunci pentru calculul valorii 4(x) este necesar
apelul functiei /', urmat de apelul functiei g care, la randul ei, apeleaza din nou
functia f.

Pentru functiile f, g definite prin

2x+1, x<3 x?=3x+2, x<1
fX = , X)= ’
() x*+2, x23 8(x) 3x+5, x>1

functia Pascal h(x) este:
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Fig. 5.1 Evolutia in stiva pana la conditia terminald Fact(0):=1
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Fig. 5.2 Eliberarea stivei dupd executia determinatd de conditia terminala

function f(x:real):real;
begi n

if x<3 then f:=2*x+1

el se f:=x*x+2

end;

function g(x:real):real;
begi n

if x<=1 then g:=x*x-3*x+2
el se g: =3*x+5

end;

function h(x:real):real;
begi n
h:=f (g(f(x)));

end;
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5.2 Metoda “divide et impera”

Metoda “divide et impera” presupune descompunerea problemei de rezolvat
in doud sau mai multe subprobleme (probleme “mai simple”), determinarea solutiilor
acestora care, apoi, compuse dupad reguli simple, furnizeazd solutia problemei
initiale.

De exemplu, se presupune ca se doreste aflarea valorii maxime dintr-o
secventd {a,,...,a, }de n numere. Pentru rezolvarea problemei se poate proceda in

mai multe moduri: se determina valoarea cea mai mare din prima jumatate, fie
aceasta x,, apoi se determind valoarea cea mai mare din a doua jumatate a secventei,
fie aceasta x,. Solutia problemei este max(x;, X;). Problema initiald a fost
descompusa 1n doua subprobleme de acelasi tip, dar “mai simple” deoarece lungimea
fiecarei secvente este jumatate din lungimea secventei initiale. Problema poate fi
rezolvata pe baza unei metode care o “reduce” succesiv la o problema “mai simpla”,
determinindu-se valoarea maxima din primele n-1 componente ale secventei (fie
aceasta x;), valoarea maxima fiind max(x;,a,). Ambele solutii sunt recursive si sunt
reprezentate prin functiile Pascal max/ si max2.

function max1l(var a:vector; s,d:byte):real;
var x1, x2:real;

begi n

if s=d then max1l=a[s]

el se

x1:=max1l(a, s, (s+d)div 2);
x2: =max1(a, (s+d)div 2+1,d);
if x1>x2 then max1l:=x1
el se maxl: =x2;
end;
end;

function max2(var a:vector; n:byte):real;
var xl:real;
begi n
if n=1 then max2=a[ 1]
el se
begin
x1: =max1(a, n-1);
if x1>a[n] then max1l:=x1
el se max1: =a[n];
end;
end;

Un alt exemplu in care, pentru rezolvarea problemei, se poate efectua un
rationament similar este urmatorul. Se presupune ca ecuatia f(x)=0 are o singurad
solutie xy in intervalul (a,b). Se doreste obtinerea unei valori aproximative x astfel

incat |x0 - x| < g, pentru & > 0 dat. Deoarece ecuatia f(x)=0 are o singura solutie x,
in intervalul [a,b], rezultd ca f(a)f(b)<0 si, de asemenea, daca pentru a<a<p<b
f(a)f(B)<0, atunci X, € (a,3). Pe baza aceastei proprietati, dacd ¢ este mijlocul
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intervalului (a,b), atunci este indeplinitd una si numai una dintre relatiile f(a)f(c)<O0,
f(c)=0, f(b)f(c)<0. Daca f(c)=0, atunci x,=c. Daca f(a)f(c)<0 atunci x, € (a,c),

altfel x, € (c,b). Se presupune ca f(a)f(c)<0. Se poate aplica acelasi procedeu

intervalului (a,c) si se continud pand cind sau este obtinutd solutia exactd sau
intervalul care contine solutia este de lungime inferioard lui &. In cazul in care
terminarea calculului se realizeazd prin identificarea unui interval de lungime
inferioard lui &, X poate fi considerat oricare dintre numerele din acel interval, de
exemplu mijlocul intervalului. Evident, numarul maxim de iteratii N pentru obtinerea

b—
preciziei & rezulta din inegalitatea p Na <&, adica N = [log 2( aﬂ +1.
&

Se presupune ca functia f este calculatd prin apelul functiei Pascal
fla:real):real. O variantd recursiva a metodei descrise este:

uses crt;
{ $F+}

type
fct=function(x:real):real;

var
eps, a, b, x: real;
functie:fct;

function f(x:real):real;
begi n

fi=x*x*x-8;

end;

procedure bisectie(a,b,eps:real;var f:fct;var x:real);
var xx:real;
begi n
if f(a)=0 then x:=a
else if f(b)=0 then x:=b
else if b-a<eps then x:=(a+b)/2
el se
begi n
xx: =(a+b)/ 2;
if f(xx)*f(a)<0 then bisectie(a, xx, eps, f, x)
el se bisectie(xx, b, eps,f,x)

end,
end;
begi n
clrscr;
wite('lntroduceti a ');
readl n(a);
wite('lntroduceti b ');
readl n(b);
eps: =exp(-20);
functie: =f;

bi sectie(a, b, eps, functie, x);
witeln('Solutia este:',x:5:2);
readl n;

end.
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De asemenea, rezolvarea problemei turnurilor din Hanoi a fost realizata tot
pe baza unei metode de reducere si anume: problema deplasarii a n discuri P(n) a fost
redusd succesiv la rezolvarea problemelor mai simple P(n-1), P(n-2),...,P(1).

Unul dintre cei mai eficienti algoritmi pentru sortarea crescatoare a unei
secvente de numere reale este cunoscut sub numele de algoritmul de quicksort
(sortare rapida) si reprezintd, de asemenea, un exemplu de aplicare a metodei divide
et impera. Fie secventa (v, , Vpi1, ...,Vy ), unde initial p=1, u=n (n=dimensiunea
vectorului).

Daca p = u, secventa este sortata.

Altfel, se pozitioneaza v, in aceastd secventa astfel incat toate elementele ce
ajung in fata lui sa fie mai mici decét el §i toate cele care 1i urmeaza sa fie mai mari
decat el; fie poz pozitia lui corectd in secventa (Vp , Vpii, ---» Vpoz » Vpoztl 5 ---3Vn)-
Procedeul se reia pentru secventele (Vp, , Vpii s ..o,V poz-1) $1 (Vpoztis Vpozt2s ---»Vn), deci
p<poz-1si poz+1 <u.

Pozitionarea elementului v, se face astfel: se utilizeaza doi indicatori, i §i J;
initial 1 = p si j = u. Se compard v; cu v;, daca nu este necesard interschimbarea, se
micsoreaza j cu 1, repetdndu-se procesul; daca apare o interschimbare, se mareste i
cu | si se continud compararea, marind / pana la aparitia unei noi interschimbari.
Apoi se micsoreaza din nou j, continuandu-se 1n acelasi mod pana cand i =j.

Exemplu:
5.1. Aplicarea algoritmului de sortare rapida pentru
v=(10, 12,19, 15,3, 17,4, 18)
1 2 34 5678

p=lLu=n=8
a) pozitionarea lui v, = v; = 10
i=1, j=8

Sensul de parcurgere: <

i=1,j=8 10<18 = j=j-1

i=1,j=7 10>4 = se efectueaza interschimbarea §i se atribuie i=i+1=2
v=(4,12, 19, 15, 3,17, 10, 18)

=2, j=7

Sensul de parcurgere: —

i=2, j=7 12>10 = se efectueaza interschimbarea si se atribuie j=j-1=6
v=(4, 10, 19, 15, 3, 17, 12, 18)

i=2, j=6

Sensul de parcurgere: <

i=2,j=6 10<17 = j=j-1

i=2, j=5 10>3 = se efectueaza interschimbarea si se atribuie i=i+1=3
v=(4,3,19,15,10, 17,12, 18)

i=3,j=5

Sensul de parcurgere: —

i=3,j=5 19>10 = se efectueaza interschimbarea si se atribuie j=j-1=4
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v=(4, 3, 10, 15, 19, 17, 12, 18)
i=3, j=4
Sensul de parcurgere: <«
i=3, j=4 10<15 = j=-1
i=3,j=3 i=j, pozitionare realizata
b) Se obtine vectorul:
v=(4, 3, 10, 15, 19, 17, 12, 18)

12 3 45 6 7 8
poz=3, se lucreaza cu secventele
(4,3)s1(15,19,17, 12, 18)

Primul nivel de recursie:

Pentru Sv1=(4, 3) p=1,u=2

al) pozitionarea lui 4:

i=1, j=2

Sensul de parcurgere: <

i=1,j=2 4>3 = se efectueaza interschimbarea si se atribuie i=i+1=2
svl (3, 4), poz=2

i=j=2, stop

b1) se ajunge la sceventele (3) si & ; acestea sunt sortate

Pentru sv2 = (15, 19, 17, 12, 18)

4 5 6 7 8
al) pozitionarea lui 15
i=4, j=8
Sensul de parcurgere: <
i=4, j=8 15<18 = j=5-1=7

i=4,j=7 15>12 = se efectueaza interschimbarea si se atribuie i=i+1=5
sv2=(12, 19, 17, 15, 18)

45 6 7 8
i=5, =7
Sensul de parcurgere: —
=5, =7

19>15 = se efectueaza interschimbarea si se atribuie j=j-1=6
sv2=(12, 15,17, 19, 18)

4 5 6 7 8
i=5, j=6
Sensul de parcurgere: <
i=5, j=6 15<17 = j55-1
i=5, j=5 i=j pozitionare realizata
sv2=(12, 15,17, 19, 18)

4 5 6 7 8 poz=>5
b1)Se obtine secventa sv2=(12, 15, 17, 19, 18)

4 5 6 7 8
poz=5; se lucreaza mai departe cu secventele
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sv3=(12) sortata
sv4=(17, 19, 18)
6 7 8

In acest moment, v=(3, 4, 10, 12, 15, 17, 19, 18)

Al doilea nivel de recursie - avem numai secventa
sv4=(17, 19, 18)

6 7 8
a2) pozitionarea lui 17
i=6, j=8
Sensul de parcurgere: <—
=6, j=8 17<18 = j=j-1=7
=6, j=7 19<19 = j=5-1=6
i=j=6 - pozitionare realizata
b2) Se obtine sv4=(17, 19, 18), poz=6,

6 7 8
se lucreaud mai departe cu secventele
sv5= sortata
sv6=(19, 18)
7 8
In acest moment v=(3, 4,10, 12, 15, 17, 19, 18)

Al treilea nivel de recursie - avem numai secventa
sv6=(19, 18)
7 8
a3) pozitionarea lui 19
i=7, j=8
Sensul de parcurgere: <
i=7,j=8 19>18 = se interschimba si i=i+1=8
sv6=(18,19)
i=j=8, pozitionare realizata
b3) S-a obtinut secventa sv6=(18, 19), poz=8
Urmatoarele secvente sunt sv7=(18), sv8= & , ambele sortate
Calculul se incheie, v=(3, 4, 10, 12, 15, 17, 18, 19) este sortat crescator.

program qui ck_sort;
uses crt;

var
x:array[1..100] of integer;
n,i:byte;

procedure poz(p,u:byte; var k:byte);
var
i,]:byte;
I, di,dj:shortint;
{di, dj: pasii de increnmentare pentru i si j;
ei indica sensul parcurgerii}
v:integer;
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begi n
i:=p;j:=u;di:=0;dj:=-1,
while i<j do

if x[i]>x[j] then

begin
v:=x[i];
x[i]o=x[]];
x[ile=ve
|:=di;di:=-dj;dj:=-1;
i:=i+di;j:=)+dj;
end
el se begin
i:=i+di;j:=sj+dj;
end;
k:=i;
end,

procedure quick(p, u: byte);

var
i :byte;

begi n

if p>=u then

el se begin
poz(p, u,i);
qui ck(p,i-1);
qui ck(1+1, u);
end

end

begi n{ program princi pal }
clrscr;
write(' D nensiunea vectorului:"');
readl n(n);
for i:=1to n do
read(x[i]);
qui ck(1, n);
for i:=1to n do
wite(x[i]," ");
end.

In programul quick sort, pentru simularea sensurilor de parcurgere, s-a
lucrat cu incrementi pentru i si j, desemnati prin di, respectiv dj. Pentru sensul de
parcurgere “<«—* (de la sfarsitul secventei spre inceputul ei) i riméane constant (di=0)
si j este decrementat cu o unitate (dj=-1). Pentru celdlalt sens, j rdmane constant
(dj=0) si este incrementat i (di=1). Trecerea de la un sens la celalalt, efectuatd in
momentul unei interschimbari, determina secventa de operatii:

I=dj;

di=dj;

dj=-1;
adica di este interschimbat cu — dj. Vectorul de sortat x este variabilda globala
procedurii quick.

Solutiile recursive propuse in exemplele precedente se bazeaza fie pe o metoda
de tip reducere, fie pe o metoda de descompunere. In toate cazurile a fost posibild
“sinteza” unei solutii a problemei date din solutiile subproblemelor la care problema
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s-a redus, respectiv in care s-a descompus. De asemenea, pentru fiecare dintre
problemele considerate au fost definite subproblemele primitive (conditiilor
terminale) a caror solutie este “cunoscutd” sau datd. Metoda de rezolvare se numeste
divide et impera (dezbind si stipaneste) si semnificd ideea prin care este realizatd
constructia solutiei.

5.3 Metoda backtracking

Pentru rezolvarea anumitor probleme este necesara desfasurarea unui proces
de cautare a solutiei aflate intr-o anumitd multime, numita spatiul starilor. Pentru
fiecare element din spatiul starilor este definitd o multime de actiuni sau alternative.
Momentul initial in rezolvarea problemei corespunde unei stiri, numita initiald, iar
solutiile corespund drumurilor in spatiul starilor, de la cea initiald pana la una finala.
Procesul de rezolvare a problemei poate fi imaginat ca o secventd de actiuni care
asigurd “deplasarea” (prin intermediul unei secvente de stari) in spatiul starilor din
starea initiald la cea finald. In cazul anumitor probleme se doreste obtinerea unei
singure solutii, altele solicitd determinarea tuturor solutiilor sau determinarea unei
solutii optime, dintr-un anumit punct de vedere (solutie optimala).

Se presupune cé problema constd in a ajunge in varful unui munte pornind de
la baza lui. In general, existi mai multe puncte din care se desprind mai multe poteci,
dar nu neapirat toate conduc spre varful muntelui. In acest caz, starea initiala este
baza muntelui, existd o singura stare finald si anume varful muntelui, spatiul starilor
incluzand si toate punctele de ramificare a drumului. O solutie poate fi apreciatd ca
optimala din mai multe puncte de vedere: un drum care solicita cel mai mic efort din
partea celui care-l urmeaza; un cel mai scurt drum; un drum care trece printr-un
punct preferat etc.

Un alt exemplu este un labirint avand una sau mai multe iesiri. Starea initiala
poate fi consideratd orice camera a labirintului, problema revenind la gasirea unui
drum din camera respectiva catre una dintre iesiri. Desfagurarea procesului de cautare
a unei stari finale presupune, la fiecare etapa, alegerea optiunii pentru o alternativa
posibild a starii curente si detectarea acelor stari “capcanad” din care nu mai este
posibild continuarea procesului, sau deja se cunoaste excluderea atingerii unei stari
finale. Detectarea starii “capcana” trebuie sa determine revenirea la starea din care
s-a ajuns la ea si selectarea unei noi optiuni de continuare. In cazul in care nu mai
exista alternative care sa nu fi fost selectate anterior, o astfel de stare devine la randul
el “capcand” si pentru ea se aplica acelasi tratament.

Prin solutie a problemei se intelege o secventd de actiuni care determind
tranzitia din starea initiald intr-o stare finald, fiecare componenta a unui drum solutie
reprezentdnd o alternativa din multimea de variante posibile. Cu alte cuvinte, x; este
alternativa aleasd pentru starea initiald, x, este alternativa selectata pentru starea in
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care s-a ajuns pe baza optiunii x; s.a.m.d. Dupa efectuarea actiunii corespunzitoare
alegerii alternativei x,, rezulta o stare finala.

Forma standard a metodei corespunde unei probleme in care trebuie gasit un
drum solutie x=(xy, Xa, ..., X,) cu X; € S;, unde fiecare multime S; este finitd si contine
s; elemente. n plus, se presupune ci fiecare S; este ordonata si reprezinti multimea
alternativelor existente la momentul i al cautarii.

In anumite cazuri intereseaza obtinerea unei singure solutii, in altele sunt
cautate toate solutiile problemei sau cele care indeplinesc un criteriu dat (de
exemplu, se maximizeaza sau minimizeazd o functie f definita pe multimea
drumurilor solutie din spatiul starilor).

Procesul de cautare a unui drum solutie revine la tentativa de extindere a
portiunii de drum construit, alegind prima alternativa disponibild pentru starea
curentd atinsd. Continuarea drumului poate fi realizatd pana la atingerea unei stari
finale sau pana la Intdlnirea unei stari capcana (multimea vida de alternative). Daca
este atinsd o stare capcand, atunci este necesara revenirea la starea anterioara si
selectarea urmatoarei alternative disponibile acestei stiri. Dacad nu mai existd
alternative disponibile, atunci se initiazd o noud revenire s.a.m.d. In cazul in care
exista cel putin inca o alternativa disponibila, atunci se reia procesul de extindere a
drumului rezultat. In conditiile in care revenirea poate conduce la atingerea stirii
initiale §i pentru ea nu mai exista alternative disponibile, se considerd ca problema nu
are solutie.

Pentru implementarea cautarii este necesara retinerea alternativei selectate
pentru fiecare stare atinsd pana la cea curentd, astfel incat, in cazul unei reveniri sa
fie posibild alegerea alternativei urmatoare. Cu alte cuvinte, procesul de cautare
revine la tentativa de extindere a drumului curent (pasul de continuare), cu eventuala
revenire in cazul atingerii unei stari capcanda (pasul de revenire - back), memorand
alternativele selectate pentru fiecare stare intermediara atinsa (track). De aici isi are
geneza numele metodei backtracking.

Pentru determinarea unei singure solutii, descrierea pe pasi a metodei este:
e starea initiald a problemei este prima alternativad posibild pentru starea
curenta ; fie aceasta x; e Sy;
e dacd starea curentd rezultatd prin alternativa x; este finald, atunci x=(x;)
este solutie; stop;
e altfel, este selectatd prima alternativd din multimea de actiuni posibile
pentru starea curentd; fie aceasta X, € Sy;
e dacd secventa de alternative care a condus la starea curentd este
x=(X1, X2,..., Xk), atunci:
e daci starea curentd este finald, solutia este x=(X, Xa,..., X); Stop;
e altfel
e B1: dacé pentru starea curenta exista alternative disponibile,
atunci se alege prima dintre ele si se continud;
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e B2: altfel, se revine la starea anterioara celei curente, solutia

partial construitd devine x=(xi, Xa,..., Xx.1) $i se efectueaza B1.
e daca, In urma unui pas de revenire, s-a ajuns la starea initiala si nu
mai sunt alternative disponibile, atunci problema nu are solutie; stop.

In cazul in care trebuie determinate toate solutiile problemei, cautarea
continud dupd determinarea fiecarei solutii prin efectuarea de reveniri succesive.
Terminarea cautarii este decisa Tn momentul in care s-a revenit la starea initiald si nu
mai existd alternative disponibile.

Daca se doreste obtinerea numai a solutiilor care optimizeazd o functie
criteriu f, atunci metoda se aplica pentru determinarea tuturor solutiilor problemei,
fiecare noua solutie rezultatd fiind comparatd cu “cea mai buna” solutie determinata
anterior. Pentru aceasta este necesard retinerea “celei mai bune” solutii calculate la
fiecare moment.

Forma generald a metodei backtracking este implementata de procedura

back.
procedure back(k: byte);
begi n
if k=n+1 then final
el se
begin
x[Kk]:=init(k);
whil e succ(k) do
if continuare(k) then back(k+1);
end;
end;
in care:

— final este o procedurd care descrie prelucrarea doritd pentru o solutie
determinatd (se afiseazd rezultatul, se testeazd o functie criteriu pentru solutia
obtinutd samd);

— init(k) efectueaza initializarea lui x, cu o valoare prin care se indica faptul
ca, pand la acel moment, nu a fost selectata nici o alternativa pentru pozitia k;

— succ(k) este o functie booleana care calculeaza frue, daca si numai daca
existd succesor pentru X in Sy;

— continuare(k) este o functie booleand pentru testarea conditiilor de
continuare; calculeaza frue daca si numai dacd este posibild extinderea drumului
curent.

In continuare sunt prezentate citeva probleme rezolvate prin metoda
backtracking.

1. Sa se genereze toate permutarile multimii {1, 2,..., n}.

In acest caz, S; =S, = ... = S, = {1, 2,..., n}. Alternativele posibile pentru
starea initiald corespund alegerilor pentru prima pozitie dintr-un vector solutie.
Pentru fiecare k, 1<k <n—1 , dacd x=(xi, Xa,..., Xi) este drumul calculat pana la
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momentul k, atunci x; #x, VI<i=# j<k sialternativele posibile pentru starea

curentd sunt elementele xy; din multimea {1, 2,.., n}care Indeplinesc cerinta
X, #x,,,VI<i<k.

De exemplu, pentru n=3, solutiile problemei sunt:
x1=(1,2,3), x2=(1,3,2), x3=(2,1,3), x4=(2,3,1), x5=(3,1,2), x6=(3,2,1).

Functia init(k) realizeaza initializarea elementului x[k] cu valoarea 0, pentru
a marca faptul cad, pand la momentul curent, nu a fost selectatd nici o alternativa
pentru x[k]. Functia succ(k) calculeaza frue dacd elementul x[k] are succesor in
multimea {1, 2,..., n}, caz in care acesta este determinat prin incrementare. Altfel,
functia calculeaza false. Functia continuare(k) returneaza true dacd si numai daca
secventa (X, X,..., Xx) calculatd pana la momentul curent este corectd, conform
regulilor descrise anterior.

Conform schemei generale, programul Pascal este:

program per nut ar e;

uses crt;

type tip_el em=0. .7,

var x:array[1l..7] of tip_elem

n: byt e;
function init:byte;
begi n
init:=0;
end;
function succ(k: byte): bool ean;
begi n
succ: =x[ k] <n; {atribuire de val oare | ogica}
inc(x[k]);
end;
function continuare(k:byte): bool ean;
var i:byte;
begi n
i:=1;
whi | e(i <k)and(x[i]<>x[k]) do inc(i);
continuare: =i =k; {atribuire de val oare | ogica}
end;

procedure final;

var i:byte;

begi n
for i:=1to n do wite(x[i]," ");
readl n;

end;

procedure back(k: byte);

begi n
if k=n+1 then final
el se
begin
x[k]l:=init;

whi |l e succ(k) do
if continuare(k) then back(k+1);
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end;
end;

begi n

clrscer;

wite('Numarul de elenmente ale permutarii: ');
readl n(n);

back(1);

end.

In cazul acestei probleme este posibila operarea unor simplificiri in scrierea
codului, pe baza observatiilor:

- functia init(k) nu depinde de valoarea lui k si returneazd intotdeauna
valoarea 0;

- functia succ(k) nu depinde de valoarea parametrului k si realizeaza
intotdeauna o incrementare (S; =S, = ... =S, = {1, 2,..., n}).

Procedura back(k) poate fi descrisa fara a utiliza functiile init si succ, astfel:

procedure back(k: byte);
var i:byte;

begi n
i f k=n+1 then final
el se
for i:=1to n do
begin
x[k]:=i;
if continuare(k) then back(k+1);
end;
end;

Inlocuirea in procedura back a structurii repetitive while cu ciclul for este
posibild datoritd faptului ca functia succ realiza incrementarea valorii elementului

x[k].
Varianta de program Pascal rezultatd In urma acestor simplificari este:

program pernut are_1;

uses crt;

type tip_el em=0..7,

var x:array[1l..7] of tip_elem
n: byt e;

procedure final;

var i:byte;

begi n
for i:=1tondo wite(x[i]," ');
readl n;

end;

function continuare(k: byte): bool ean;

var i:byte;

begi n
i:=1;
whi | e(i <k)and(x[i]<>x[k]) do inc(i);
conti nuare: =i =k;

end;

procedure back(k: byte);
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var i:byte;
begi n
if k=n+1 then final
el se
for i:=1to n do
begin
x[K]:=i;
if continuare(k) then back(k+1);
end;
end;
begi n
clrscer;
wite('Numarul de elenmente ale permutarii: ');
readl n(n);
back(1);
end.

2. Se presupune ca se dispune de n tipuri de bancnote, n<20, cu valori
diferite; din fiecare tip se dispune de un numar cunoscut de bancnote. Consideran-
du-se datd o suma de bani s, sa se determine o modalitatea de platd a sa utilizandu-se
un numar minim de bancnote.

Valorile si numarul de bancnote disponibile din fiecare tip sunt memorate
intr-o tabeld y cu 2 linii §i # coloane, astfel: pentru fiecare 1 <7 < n, y[1,i] reprezinta
valoarea unei bancnote de tipul i si y[2,i] este numarul de bancnote disponibile din
tipul i. Vectorul xb memoreaza modalitatea optima de platd a sumei s, adicd xb[i]
reprezintd numarul de bancnote alese din tipul 7 intr-o descompunere optima;
vectorul x memoreaza descompunerea curentd. Numarul minim de bancnote utilizate
in plata sumei s este nrb.

Metoda utilizatd in rezolvarea problemei este backtracking, urmarindu-se

n n
minimizarea functiei f(x)= Zx[i], in conditiile in care Zx[i]y[l,i] =s si
i=1 i=1
0 <x[i] £y[2,i],1=1,...,n. Sunt generate toate descompunerile posibile ale sumei
s functie de bancnotele disponibile si, la fiecare moment in care este determinata o
astfel de descompunere, aceasta este comparata cu precedenta. In vectorul xb este
memoratd o cea mai buna descompunere pe baza criteriului f, dupa fiecare astfel de
comparatie.

pr ogr am bancnot e;
uses crt;

var x,xb:array[1..100] of |ongint;
y:array[1l..2,1..20]of |ongint;
n,i,nrb:word;

s: longint;
function init(k:word):Ilongint;
begi n
init:=-1;
end;

function urn(k:word): bool ean;
begi n
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urm =x[ k] <y[ 2, k] ;inc(x[k]);
end;

function continuare(k:word): bool ean;

var
sc,i:longint;

begi n

sc: =0;

for i:=1to k do sc:=sc+x[i]*y[1,i];

i f k<n then continuare: =sc<=s
el se conti nuare: =sc=s;
end;
procedure final (k:word);
var i:byte;
nr: | ongint;
begi n
nr: =0;
for i:=1to n do
begi n
nr:=nr+x[i];
end;
if nr<nrb then
begin
for i:=1 ton do xb[i]:=x[i];
nrb:=nr;
end;
end;

procedure back(k: byte);
begi n
if k=n+1 then final (k)
el se
begin
x[k]:=init(k);
while urmk) do
i f continuare(k) then back(k+1)

end;
end;

begi n
clrscr;
wite('Dati numarul de bancnote');
readl n(n);
witeln('Valorile si numarul de exenplare:');
for i:=1to n do
begi n
wite('Valoarea:');readln(y[1,i]);
write('Numar de bancnote:');readln(y[2,i]);

end,
wite('Suma schinbata:');
readl n(s);
nrb: =maxi nt;
back(1);
writel n(' Numarul mnimde bancnote:',nrb);
writeln;
writeln(' Numarul de bancnote alese din fiecare tip:');
for i:=1to n do
witeln("Tip ',i,'" numar de bancnote al ese:',xb[i]);

end.
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