GRAFURI. IMPLEMENTARI

IN LIMBAJUL PASCAL

Grafurile sunt structuri de date cu aplicatii in multe domenii ale prelucrarii
automate a datelor, algoritmii pentru reprezentarea si prelucrarea grafurilor fiind
considerati fundamentali in acest domeniu.

In cadrul sectiunii 3.1 sunt prezentate principalele caracteristici ale
grafurilor, precum si modalititile uzuale de reprezentare a structurii de graf. In
continuare sunt descrise tehnicile de parcurgere a grafurilor in latime si in adancime.
Verificarea conexitatii si calculul drumurilor in grafuri sunt tratate in sectiunea 3.3

3.1 Definitii, caracteristici si reprezentari ale grafurilor

Definitia 3.1.1. Un graf (sau un graf neorientat) este o structura G=(V,E),
unde V este o multime nevida, iar E este o submultime (posibil vidd) a multimii
perechilor neordonate cu componente distincte din V.

Obiectele multimii V se numesc vdrfuri, iar obiectele multimii E se numesc
muchii. Dacd e€ E, e = (u,v) =uv, se spune cd muchia e are ca extremitati u,v sau

cd muchia e este determinatd de varfurile u si v. Dacd e=uv e E se spune ca varfurile
u, v sunt incidente cu muchia e.

Definitia 3.1.2. Fie G = (V,E) graf. Varfurile u, v sunt adiacente iIn G daca
uveE.

Definitia 3.1.3. Graful G = (V,E) este finit, daca V este o multime finita.

In cadrul acestui capitol vor fi considerate in exclusivitate grafurile finite,
chiar daca acest lucru nu va fi precizat in mod explicit.

Definitia 3.1.4. Fie G; =(V,,E)), i=1,2 grafuri. G, este un subgraf al grafului
Gy daca V, cV, si E, c E,. Daca G, este un subgraf al lui G,, G, este un graf’
partial al lui G, daca V,=V,.
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Definitia 3.1.5. Un digraf este o structurd D = (V,E), unde V este o multime
nevida de obiecte numite conventional varfuri, iar E este o multime (posibil vida) de
perechi ordonate cu componente elemente distincte din V. Conventional, elementele
multimii E sunt numite arce sau muchii ordonate.

Terminologia utilizata relativ la digrafuri este similara celei corespunzatoare
grafurilor.

Definitia 3.1.6. Se numeste graf ponderat o structurd (V,E,W), unde G =
= (V,E) este graf, W functie, W :E — (0,00). Functia W este numitd pondere si ea

asociaza fiecarei muchii a grafului un cost/castig al parcurgerii ei.

Definitia 3.1.7. Fie G=(V,E) un graf, u,veV.
Secventa de varfuri I': vy, uy,..,u, este un u-v drum daca uy=u, u,=v, wu; €E
pentru totii, 0 <i<n.

Moduri de reprezentare a grafurilor

Cea mai simpla reprezentare a unui graf este cea intuitiva, graficd, fiecare
varf este figurat printr-un punct, iar muchiile sunt reprezentate prin segmentele de
dreapta, orientate (in cazul digrafurilor) sau nu si etichetate (in cazul grafurilor
ponderate) sau nu, avand ca extremitati punctele corespunzatoare varfurilor care le
determina.

Exemple:
3.1. Fie G=(V, E) graf, cu V= {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1,2),(1,3),(2,5),(3,5)}.
O posibila reprezentare grafica este:
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3.2. Fie D = (V, E) digraf, cu V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1,2),(1,3),
(2,5),(3,9),(1,5)}. Digraful poate fi reprezentat grafic astfel:

33. Fie G = (V, E, W) graf ponderat, cu V = {1, 2, 3, 4}, E =
{(1,2),(1,3),(2,4),3:4)}, W((1,2))=5, W((1,3))=1, W(2.4)=2, W(14)=7. O
posibila reprezentare grafica este:

Desi acest mod de reprezentare este foarte comod si sugestiv, in special in
cazul grafurilor cu numér mic de varfuri, pentru prelucrari cu ajutorul calculatorului
sunt necesare reprezentari prin intermediul structurilor de date.

O modalitate de reprezentare este cea prin matrice de adiacentd. Daca

G=(V,E) este graf sau digraf cu|V| =1, atunci matricea de adiacentd A € M,4,({0,1})
are componentele:
1, daca (Vi,Vj)E E
Q=
J 0, altfel

B
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unde v;, v; reprezintd cel de-al i-lea, respectiv cel de-al j-lea nod din V. Se observa ca,
in cazul unui graf neorientat, matricea de adiacentd este simetricd -

Vi,j=1Ln, a; =aj (perechile de wvarfuri ce caracterizeazd muchiile sunt

neordonate, deci dacd uv € E, atunci si vueE), In timp ce, in cazul unui digraf, este
posibil ca (Vi,Vj)E E, (vi,vj)ez E, deci a;; # aj;.

Exemplu:
3.4. Graful din exemplul 3.1 si digraful din exemplul 3.2 sunt reprezentate
prin matricele de adiacenta:

0 1100 0 1101
1 00 01 0 0 0 01
A=|1 0 0 O 1| pentru3d.l, A={0 0 0 0 1|pentru3.2
000 0O 0 00 0O
0 1100 0 00 0O

In cazul grafurilor ponderate, reprezentarea matriceald este aseminitoare
celei prezentate anterior. Matricea ponderilor unui graf ponderat G = (V, E, W),

|V| =n, W €M;u((0,00)) are componentele:
~ W((Vi,VJ—)), daca (Vi,Vj)E E
M o, altfel

unde v;, v; reprezintd cel de-al i-lea, respectiv cel de-al j-lea nod din V, a =0
daca ponderea are semnificatia de castig, respectiv oL = o0 in cazul in care se doreste
reprezentarea costurilor ca ponderi ale grafului.

>

Exemplu:
3.5. Presupunand ca ponderile reprezintd costuri, matricea de reprezentare a
grafului din exemplul 3.3. este:

o 5 1 7

5 o o 2
W:

1 0o o o

7 2 o o©

=

Retinand numai “informatia utila”, si anume existenta unei muchii intre doua
varfuri si eventual valoarea ponderii ei, se obtine reprezentarea tabelard, mai
economici din punctul de vedere al spatiului de memorare. In cazul in care exista
varfuri izolate 1n graf (ce nu sunt incidente cu nici o muchie), atunci este necesara
pastrarea acestora intr-un vector suplimentar. Multimea muchiilor se memoreaza
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intr-o matrice cu |E| linii §i 2 coloane daca graful nu este ponderat, respectiv cu

3 coloane, daca graful este ponderat. In primele doud coloane se scriu perechile de
varfuri ce determind muchiile, in cazul grafurilor ponderate cea de-a treia coloand
contine valoarea ponderii muchiei respective.

Exemple:
3.6. Graful din exemplul 3.1 poate fi reprezentat astfel: deoarece 4 este varf
izolat, vectorul suplimentar este VS = (4), pentru reprezentarea muchiilor fiind

1 2

utilizatd matricea A =

3
25
35

3.7. Digraful din exemplul 3.2 poate fi reprezentat astfel: deoarece 4 este
varf izolat, vectorul suplimentar este VS = ( 4), arcele fiind reprezentate prin

1 2

O altd reprezentare este prin intermediul listelor. Reprezentarea permite
utilizarea economica a spatiului de memorare $i, in anumite cazuri, implementari mai
eficiente pentru anumite clase de algoritmi. Varfurile grafului se memoreaza intr-o
lista, fiecare celula a listei avand o legatura catre lista vecinilor acelui varf (varfurile
din graf adiacente cu varful corespunzitor acelei celule si indicat ca informatie utila).

In situatia in care graful nu este ponderat, el se reprezinta printr-o listd de
liste, si anume: nodurile grafului se trec intr-o listda L nod, fiecare celuld avand
structura

| informatie | legaturd vecini | legiturd nod urmitor |
unde:

e campul informatie contine identificatorul nodului;
legatura vecini reprezinta pointer catre capul listei vecinilor;

e legatura nod urmator contine adresa urmatoarei celule din lista
L nod.

Un graf ponderat poate fi reprezentat in mod similar, cu diferenta ca fiecare
celuld din lista vecinilor contine si ponderea muchiei respective (muchia care are ca
extremitati varful referit prin identificatorul de nod din lista vecinilor i respectiv
varful indicat de informatia acelei celule din L nod ce contine adresa primului
element al listei vecinilor).
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3.2 Modalitati de parcurgere a grafurilor

Parcurgerea unui graf reprezinta o modalitate de vizitare a tuturor varfurilor
grafului, fiecare varf fiind vizitat o singurd dati. In acest paragraf sunt prezentate
doud modalitati de parcurgere a grafurilor neorientate.

Ambele metode de parcurgere presupun selectarea unui varf initial vy. Prin
aplicarea acestor metode sunt identificate numai varfurile grafului cu proprietatea ca
exista cel putin un drum de la varful initial catre acel varf. Grafurile cu proprietatea
ca oricare doud varfuri sunt conectate printr-un drum se numesc conexe §i sunt
prezentate in § 3.3. Dacad graful este conex, atunci prin aplicarea metodelor de
parcurgere vor fi identificate toate varfurile grafului.

3.2.1 Metoda de parcurgere BF (Breadth First)

Ideea traversdrii BF este de parcurgere in latime a grafului, in sensul cd
varfurile grafului sunt prelucrate in ordinea crescatoare a “distantelor” la véarful
initial. Prin distantd se intelege numarul de muchii din drumul identificat la acel
moment de la varful initial cétre acel varf. La momentul initial, varful curent este v,.
Deoarece varful curent la fiecare moment trebuie sa fie unul aflat la distantd minima
de vy, se poate proceda Tn modul urmator: initial lui v, i se asociaza valoarea 0 si
fiecarui varf diferit de v, 1 se asociaza valoarea —1. Daca valoarea asociata varfului
curent este m, atunci fiecaruia dintre vecinii acestuia de valoare —1 i se asociaza
valoarea m+1. Se observa cd daca dupa ce toate varfurile de valoare m au fost
considerate si nici unui varf nu i-a fost recalculata valoarea, atunci toate varfurile
conectate cu v, au fost gasite, deci calculul se incheie.

Exemple:
3.8 Fie graful:

si vo=1.
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Valorile calculate prin aplicarea metodei prezentate sunt:

varf 1 2 3 4 5 6 7
m
0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 0 1 1 -1 1 -1 1
2 0 1 1 2 1 2 1
0 1 1 2 1 2 1

Ordinea de vizitare a varfurilor: 1,2,3,5,7,4,6.

3.9. Fie graful:

1
\‘ 6 9 10
7
5
si vo=1.
Se observa ca varfurile 8, 9 si 10 nu sunt conectate cu varful initial.
Valorile rezultate prin aplicarea metodei sunt:

varf 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m
0 0 -1 -1 -1 | -1 -1 -1 -1 -1 | -1
1 0 1 1] -1 1 -1 1 -1 -1 | -1
2 0 1 1 2 1 2 1 -1 -1 | -1
0 1 1 2 1 2 1 -1 -1 | -1

Ordinea de vizitare a varfurilor este 1,2,3,5,7,4,6.

Se observa ca valorile lui m calculate in final reprezintd numarul de muchii
corespunzator celui mai scurt drum care conecteaza varful initial cu varful respectiv,
pentru varfurile neconectate cu v, valoarea lui m rezultatd la terminarea calculului
este —1.

O implementare diferitd, dar urmand aceeasi idee, rezultd prin utilizarea
urmatoarelor structuri de date:

¢ 4 matricea de adiacenta a grafului;

e 0 structura de tip coada, C, in care sunt introduse varfurile ce urmeaza a fi

vizitate si procesate (in sensul cercetérii vecinilor lor);
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e Un vector ¢ cu n componente, unde:

0, altfel

si n este numarul varfurilor grafului.

Componentele vectorului ¢ vor fi initializate cu valoarea 0.

Descrierea metodei este:

e se initializeaza coada C cu varful vy;

e cat timp coada este nevida, se extrage un varf 7 din coada, se viziteaza, apoi
se introduc 1n coadd numai vecinii acestuia care nu au fost deja introdusi (adica toate
varfurile k£ avand proprietatea ca c[k]=0 si a[i,k]=1). Varfurile i ce au fost introduse
in coada sunt marcate: Vi introdus in coada, c[i]=1.

o = {1, dacd i a fost introdus in coadd
1

In continuare este prezentat un program Pascal pentru parcurgerea in litime a
unui graf. Varfurile grafului sunt numerotate de la 1 pana la n, parcurgerea incepand
cu varful numerotat cu 1. Graful este reprezentat prin matricea de adiacenta.
Structura de coada este implementata ca o lista simplu inlantuita, procedurile push si
pop realizand introducerea, respectiv extragerea unui element din coada.

uses crt;
type
pt coada="coada
coada=r ecord
i nf:byte;
| eg: pt coada
end;

var
primultimptcoada;
c:array[1..20] of byte;
a:array[1..20,1..20] of byte;
i,j,k,n:byte;

procedure push(var p, u:ptcoada;i:byte);
var a: ptcoada
begin
new(a); a*.inf:=i; a*. leg:=nil
if p=nil then
begi n
p:=a; u:=a
end
el se begin
ur. |l eg: =a; u: =q;
end;
end

procedure pop(var p,u:ptcoada;var i:byte);
var a: ptcoada;

begin

if p<>nil then
begi n
i:=pMN.inf; a:=p; p:=p”.legq;
di spose(a);

if p=nil then u:=nil;
end;
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end;

begi n {program princi pal }
clrscr;
wite('Numarul de varfuri:');
readl n(n);
witeln(' Matricea de adiacenta');
for i:=1to n do
for j:=1to n do
begin
wite(tal',i,',",j,"]1=");
readl n(ali,j]);
end;
for i:=2 ton do c[i]:=0;
readl n;
clrscr;
witeln('Incepem parcurgerea de |a nodul 1');
c[1]:=1;
prim=nil;ultim=nil;
push(primultim1);
while prim>nil do
begin
pop(primultimi);
wite(i,' ');
for ki=1 to n do
if (a[i,k]=1)and(c[k]=0) then

begin
c[k]:=1;
push(primul timk);
end;
end;
readl n;

end.

3.2.2 Metoda de parcurgere DF (Depth First)

Ideea metodei DF revine la parcurgerea in addncime a grafurilor, in sensul
ca, la fiecare moment, dacd M este multimea varfurilor vizitate de procedura, pentru
vizitarea vecinilor este considerat unul din varfurile din M cu proprietatea ca
lungimea drumului calculat pana la varful initial v, este maxima.

Implementarea metodei poate fi realizatd in mai multe moduri, pentru
mentinerea multimii varfurilor grafului disponibilizate pand la momentul curent fiind
utilizata o structurd de date de tip stiva, S.

La momentul initial se introduce in stiva vy. La fiecare pas, se preia cu
stergere ca varf curent varful stivei S si se introduc in stiva vecinii Inca nevizitati ai
varfului curent. Un varf se marcheaza ca vizitat in momentul introducerii lui in S.
Calculul continud pana cand este efectuat un acces de preluare din stiva si se constati
ca S este vidd. Pentru gestiunea varfurilor vizitate, se utilizeaza un vector ¢ cu
n componente, unde n reprezintd numarul varfurilor grafului si, la fiecare moment,
componentele sunt:
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¢

B 1, daca i a fost vizitat
o, altfel

Componentele vectorului ¢ vor fi initializate cu valoarea 0.

Exemple:
3.10. Pentru graful:

si vo= 1, ordinea in care sunt vizitate varfurile este: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 5.

3.11. Pentru graful

5

si vo= 1, ordinea in care sunt vizitate varfurile este: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 5. Varfurile 8, 9 si
10 nu sunt vizitate de procedura, pentru cd nu sunt conectate de varful initial selectat.

O varianta de implementare a metodei DF rezultd prin gestionarea stivei S
dupd cum urmeaza. Initial varful v, este unicul component al lui S . La fiecare etapa
se preia, fara stergere, ca varf curent varful stivei. Se introduce in stiva unul dintre
vecinii varfului curent inca nevizitat. Vizitarea unui varf revine la introducerea Iui in
S. Daca varful curent nu are vecini inca nevizitati, atunci este eliminat din stiva si
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este efectuat un nou acces de preluare a noului varf al stivei ca varf curent. Calculul
se incheie in momentul in care este efectuat un acces de preluare a varfului stivei ca
varf curent si se constata ca S este vida. Evident, nici in cazul acestei variante nu vor
fi vizitate varfurile care nu sunt conectate cu varful ales initial.

3.3 Drumuri in grafuri. Conexitate

3.3.1 Drumuri; definitii

Una dintre cele mai importante proprietati ale grafurilor o constituie
posibilitatea de accesare, prin intermediul unei secvente de muchii (arce), dintr-un
varf dat a oricdrui alt varf al grafului, proprietate cunoscuta sub numele de conexitate
sau conexiune. Asa dupa cum a rezultat in §3.2., daca G=(V,E) este un graf conex,
atunci pentru orice varf initial v, considerat, metodele BF si DF permit vizitarea
tuturor varfurilor din V.

Definitia 3.3.1. Fie G=(V,E) un graf, u,veV. Secventa de varfuri
I': ug, up,..,u, este un u-v drum daca ug=u, u,=v, uui1€E pentru toti i, 0<i<n.
Lungimea drumului, notata 1(T"),este egala cu n. Conventional, se numeste #7ivial, un
drum I” cu I(T")=0.

Definitia 3.3.2. Fie I': vy, uy,..,u, un drum in graful G=(V,E). I este un drum
inchis daca ug=u,; in caz contrar, I' este deschis. Drumul T" este elementar daca
oricare doud varfuri din I' sunt distincte, cu exceptia, eventual, a extremitatilor.
Drumul T este proces dacd, pentru orice 0 <i# j<n—1, ujui # ujuj.

Evident, orice drum elementar este un proces.

Definitia 3.3.3. Fie T ug, uy,..,u, un drum in graful G = (V,E). T": Vg, Vi,..,Vim
este un subdrum al lui I" dacd ' este un drum si pentru orice j, 0 < j<m, exista i,
0 <1<n, astfel incat u;=v;.

Evident, orice drum cu lungime cel putin 1 contine cel putin un drum
elementar cu aceleasi extremitati.

intr-adevar, dacd T: wup, uj.,u, nu este elementar, atunci existd
0<i<j<nsii #0sauj#n, astfel incat u;=u;.

Atunci drumul
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uu;,,..u,, dacai=0

I:{uyu,..u,, dacdj=0

u,u,..uu.,..u,, dacai=0,j#n

iYjer-Ups
este, de asemenea, un uy-u, drum. Aplicand in continuare eliminarea duplicatelor
varfurilor in modul descris, rezultd in final un ug-u, drum elementar.

3.3.2 Matricea existentei drumurilor; algoritmul Roy-Warshall

Fie G=(V,E) un graf, |V| =n. Dacd A este matricea de adiacentd asociata

)

grafului, atunci, pentru orice p=1, agjp este numarul vi-v; drumurilor distincte de

lungime p din graful G, unde AP = (afjp) )

Definitia 3.3.4. Fie M,({0,1)} multimea matricelor de dimensiuni nxn,
componentele fiind elemente din multimea {0,1}. Pe M,({0,1)}se definesc operatiile
binare, notate @ si &, astfel: pentru orice A=(a;j), B=(bj) din M,({0,1)},
A @ B=(cjj), A ® B=(d;), unde

1<i,j<n,

cij=max{a;j, by}
dj=max{min{ay, by}, 1<k <n}.

2

k
Dacd A=(aj) € My({0,1)}, se noteaza {K =(ag lk21} secventa de

matrice definita prin:

AVCA A 2A®AY. vk>2.

Daca A este matricea de adiacentd a unui graf G=(V,E), atunci pentru fiecare
- |1, daca exista drum de la i la j de lungime k
k,1£k<n-1, a5 =
0, altfel
-0 -2 —(n-1) . . . .
M=A @A ©®K ®A  se numeste matricea existentei drumurilor
in graful G. Semnificatia componentelor matricei M este:

0, dacd nu existd v; —v; drum in G
1, altfel

1

V1<i,j<n, mu:{
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Exemplu:
3.12. Pentru graful:

2
3

4
01 11 1 011 1 1 11 1 111
1 00 0] - 01 11|—- |1 011 1 111

A: ,A: ,: ’M:

1 0 0 1 1 1 11 1 1 11 1 111
1 01 0 1 1 11 1 1 11 1 111

Calculul matricei existentei drumurilor permite verificarea faptului cd un
graf dat este conex: graful este conex dacd si numai daca toate componentele
matricei M sunt egale cu 1.

Algoritmul Roy-Warshall calculeaza matricea existentei drumurilor intr-un
graf G cu n varfuri.

procedure Roy Warshall (a,n,m);
i,j,k:integer;
do-for i=1,n,1
do-for j=1,n,1
m;;=ajj,
do-for j=1,n,1
do-for i=1,n,1
if m; =1 then
do-for k=1,n,1
if mik<mkj then
M;j =My,
endif;
enddo;
endif;
enddo;
enddo;
end;
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Datele de intrare sunt: n, numarul de noduri §i 4, matricea de adiacentd
corespunzatoare grafului. Matricea M calculata de algoritm constituie iesirea si este
matricea existentei drumurilor in graful G.

3.3.3 Componente conexe ale unui graf

Definitia 3.3.5. Fie G=(V,E) graf netrivial. Varfurile u,v €V sunt conectate
daca exista un u-v drum in G.

Definitia 3.3.6. Daca G este un graf, atunci o componenta conexa a lui G este
un subgraf conex al lui G, maximal in raport cu proprietatea de conexitate.

Evident, un graf este conex daca si numai daca numarul componentelor sale
conexe este 1. Multimile varfurilor corespunzitoare oricdror doud componente
conexe distincte sunt disjuncte. Multimile varfurilor corespunzéitoare componentelor
conexe ale unui graf formeaza o partitie a multimii varfurilor grafului.

Multe aplicatii modelate in termeni de grafuri impun determinarea
componentelor conexe corespunzatoare unui graf dat. Problema poate fi rezolvata in
modul urmaétor: se selecteaza un varf al grafului, se determind componenta conexa
care-l contine; daca existd varfuri care nu apartin componentei conexe determinate,
se alege unul dintre acele varfuri caruia i se determind componenta conexa care-I
contine; in continuare, se repetd procedeul pand cand au fost gasite toate
componentele conexe ale grafului.

Pentru G=(V,E), |V| =n, n>1 i vy €V, pasii algoritmului pentru
determinarea componentei conexe care contine un varf v, dat sunt:
Pasul 1: Vi={vo}; E=D ; i=0;
Pasul 2: repeta Pas 3 pana cand Vi=V,; si E=E;
Pasul 3: i=i+1;
V.=V _, U {V/v eV,JueV ,uve E};

E, =E,, uUfe/ecE,Jue V., uincident cu ef;

Iesirea este G,=(V;,E;), componenta conexa din care face parte .

Exemplu:
3.13. Pentru graful
1 2 7 3
®
4 '5 8 6



Grafuri. Implementari in limbajul Pascal

Aplicarea algoritmului descris, pentru vo=1, determind urmétoarea evolutie:

i Vi Ei
i=0 {1} %)
i=1 (1,2.4} {(12)(L4)}
i=2 (1,2,4,7.5} ((1,2).(1,4),2.7).(4.5),(4,7)}
i=3 {1,2,4,7,5.8} ((1,2),(LA2.7),(4,5),(4,7),(5.8),(7.8)}
i=4 {1,2,4,7,5.8} {(1.2),(1,4),(2,7),(4.,5).(4.7).(5.8).(7.8)}

3.3.4 Drumuri de cost minim

Definitia 3.3.7. Fie G=(V, E, w) un graf ponderat. Costul drumului
I': uy, uy,..,uy,, notat L(T'), este definit prin:

n-1

L(F) = ;W(ui sUiy )

Pentru orice u §i v varfuri conectate in G, u# v, w-distanta intre u si v, notata
D(u,v), este definita prin:
D(u, V) = min{L(F), I'eD,, }, unde D,, desemneaza multimea tuturor u-v

drumurilor elementare din G. Daca I" € D este astfel incat D(u,v)=L(I"), drumul I"

se numeste de cost minim.

Cu toate ca este utilizat termenul de w-distantd, in general D nu este o
distanta in sensul matematic al cuvantului.

In particular, daci functia pondere asociazi valoarea 1 fiecirei muchii a
grafului, atunci, pentru fiecare pereche de varfuri distincte ale grafului, costul D(u,v)
este lungimea celui mai scurt drum intre cele doua vérfuri. In acest caz, D este o
distanta pe multimea varfurilor.

Dat fiind interesul pentru determinarea w-distantelor si a drumurilor de cost
minim in cadrul aplicatiilor modelate pe grafuri, in continuare vor fi prezentati
algoritmi pentru rezolvarea acestor probleme.

Algoritmul Dijkstra

Algoritmul a fost propus de E. W. Dijkstra pentru determinarea w-distantelor
D(uy,v) si a cate unui uy-v drum de cost minim pentru fiecare varf v#u, intr-un graf
ponderat, unde u, este prestabilit.

Fie (V,E,w) graf conex ponderat, upeV, ScV, uyeS. Se noteaza S=V\S si
D(u0,§)= min{D(uo, x); X € g} Fie ve S astfel incat D(uo,v)=D(uy, S ), I': u,,
uy,...,UpVv este un ug-v drum de cost minim. Evident, VO<i<p w;eS si I' ", uy,...,Up,
un up- u, drum de cost minim. De asemenea,

D(uo,g): min{D(uo,u)+ w(v),ueS,ve §, uv e E}
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Daca xeS, yeg astfel 1incat D(uo,§)= D(uo,x)+ w(xy), rezultd
D(uo,y) = D(uo,x)+ Ww(Xy). Pentru determinarea unui drum ug-v, cel mai ieftin,

algoritmul considerd o etichetare dinamica a varfurilor grafului. Eticheta varfului v
este (L(v),u), unde L(v) este lungimea celui mai ieftin drum u,-v determinat pana la
momentul respectiv si u este predecesorul lui v pe un astfel de drum.

Pentru (V,E,w) graf conex ponderat, |V| =nsi ueV, calculul implicat de
algoritmul Dijkstra poate fi descris astfel:

Pasul 1: i=0; S)={uo}; L(up)=0, L(v)=0c0pentru toti veV, v#u,. Dacd n=1
atunci stop

Pasul 2: Pentru toti ve S, dacd L(v)>L(u;)+w(u;v), atunci L(v)=L(u;)+w(u;v)
si eticheteaza v cu (L(v),u)).

Pasul 3: Se determind d=min{L(v), ve Si} si se alege uy.;€ S astfel incat
L(ui+1):d.

Pasul 4: S;11=S;U {ui+1}

Pasul 5: i=i+1. Dacd i=n-1, atunci stop. Altfel, reia Pasul 2.

Evident, daca (V,E,w) este graf ponderat neconex, atunci, pentru uyeV,
algoritmul lui Dijkstra permite determinarea w-distantelor D(uy,v) i a cite unui uy-v
drum de cost minim pentru toate varfurile v din componenta conexa cireia 1i apartine
Up.

Exemplu:

3.14. Fie graful ponderat
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Considerand uy=1, etapele in aplicarea algoritmului Dijkstra sunt:

P1
P2

P3:
P4:
P5:

P2:

P3:
P4:
P5:

P2:

P3:
P4
P5:

P2:

P3:

P2

P4
P5:

:i=0; Sg={1}; L(1)=0, L(i)=co pentru toti i=2,5 .

1 S0={2,3,4,5}, up=1
L(2)= o>L(1)+5=5 = L(2)=5, eticheteaza 2 cu 1
L(3)= co>L(1)+1=1 = L(3)=1, eticheteaza 3 cu 1
L(4)= 00>L(1)+9=9 = L(4)=9, eticheteazd 4 cu 1
L(5)= o, w(1,5)= oo, deci L(5) nu se modifica
selecteaza u;=3, L(3)=1, cea mai mica dintre w-distantele calculate la P2
Si={1,3}
i=i+1=1 # 4, reia P2

S1={2,4,5}, u=3
Nu se modifica nici o eticheta si nici o w-distanta (w(3,1)=00, pentru
toti i din Si)

selecteaza u,=2, L(2)=5, cea mai mica dintre w-distantele calculate la P2

S,={1,3,2}
1=i+1=2 # 4, reia P2
S2={4,5}, u,=2
L(4)=9>L(2)+2=7 = L(4)=7, eticheteaza 4 cu 2
L(5)= ©o>L(2)+16=21, eticheteaza 5 cu 2
selecteaza u;=4, L(4)=7, cea mai mica dintre w-distantele calculate la P2

S3:{1,3,2,4}
i=i+1=3 # 4, reia P2

S;={5}, uy=4
L(5)=21>L(4)+5=12, eticheteaza 5 cu 4
selecteaza uy=5, L(5)=12, cea mai mica dintre w-distantele calculate la

S3:{1a352a455}
i=i+1=4, stop.

Algoritmul calculeaza urmatoarele rezultate:

Varful v pana la care se 1 2 3 4 5
calculeaza w-distanta
D(1,v), eticheta lui v 0,1 ]51]1,1]|72] 12,4

Drumurile de cost minim de la varful 1 la fiecare dintre varfurile grafului se
stabilesc pe baza sistemului de etichete astfel: drumul de la 1 la un varf v este dat de:
vy, eticheta lui v, v, eticheta lui v; s.a.m.d.,, pand se ajunge la eticheta 1.
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Astfel, vo-drumurile de cost minim sunt:
pana la 2: 2,1;

panala 3: 3,1;

pandla4:4,2,1;

panala 5: 5,4,2,1.

Programul Pascal pentru algoritmul Dijkstra, graful ponderat fiind
reprezentat sub forma tabelara, este prezentat in continuare.

Variabilele folosite in program au urmatoarele semnificatii:

- v: numarul de varfuri ale grafului;

- m: numarul de muchii din graf;

- s: multimea S; la momentul curent;

- t:multimea S; la momentul curent;

1: vectorul componentelor L din etichetele atagate varfurilor;
dr: vectorul componentelor de tip varf din etichetele atasate varfurilor.

uses crt;

var a: array[l..200,1..3] of integer;
s dr,t,l:array[1..20] of integer;
,J,k,p v1 u, c, d: |nteger
m v:int eger;

begin
clrscr;
readl n(v);
readl n(m;
for i:=1to mdo
for j:=1to 3 do
begi n
wite('a[’ ol =)
readln(a[l,j])
end,
i:=1;s[1]: =1; vl: =1;
for j:=2 to v do
begin

t[j-11:=j; I[j]:=maxint;
end;
I[1]:=0;

for k:=1 to v-1 do

begin
for j:=1to v-i do
begin
1 =1;
a/mIe((t[j]<>a[u,1])or(v1<>a[u,2]))and
g(t_[j](<>a[u 2])or(vl<>a[u, 1]))and(u<=m
o Inc
i f(u<s=m) and (I[t[j]]1>I[v1l]+a[u, 3]) then
begi n
ILtrjll: —I[v1]+a[u 3l
dr{t[j]]:
end;
end;
d:=I[t[1]];v1:=t[1];
forj =2 to v-i do
if I[t][j]]<d then begin
d:=I{t[j1];
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vi:=t[j];
end;
inc(i);
s[i]:=vl;
u: =1;
whi | e(u<=v-i+1)and(t[u] <>v1l) do inc(u);
for j:=u to v-1 do t[j]:=t[]+1];
end;
clrscr;
for i:=1to v do
witeln(i,"--->,1[i]);
witeln('Drunmurile minime de la fiecare varf la 1:');
for j:=2 to v do
begin
ki=j;wite(k,' ");
whil e k<>1 do
begi n
wite(dr[k]," '); k:=dr[Kk];
end;
writeln;
end;
readl n;
end.

in anumite cazuri se doreste determinarea numai a w-distantelor D(vo,v),
pentru toti veV. In acest caz, algoritmul Roy-Floyd permite o rezolvare a acestei

probleme mai simplu de implementat decéat algoritmul Dijkstra.

Algoritmul Roy-Floyd

Pentru (V,E,w) graf ponderat, |V| =nsi W matricea ponderilor, sistemul de

w-distante D(vy,v), veV, poate fi calculat pe baza urmatoarei proceduri (similard

algoritmului Roy-Warshall):

procedure Roy Floyd (w,n,d);
1,),k:integer;
do-for i=1,n,1
do-for j=1,n,1
di=wij;
do-for j=1,n,1
do-for i=1,n,1
if dij #00 then
do-for k=1,n,1

if dik>dij+ djk then
dy=dit+ dii;
endif;
enddo;
endif;
enddo;

enddo;



Programarea calculatoarelor — Tehnica programarii in limbajul Pascal

end;

Matricea D calculatd de algoritm este a w-distantelor D(u,v) 1n graful
ponderat conex (V,E,w); pentru orice 1 <1i,j<n

_ D(v;,v;), V;,V; sunt conectate
! oo, altfel

Intr-adevar, procedura calculeazi dinamic w-distanta intre oricare doua

varfuri i si k, astfel: dacd existd un i-k drum ce trece prin j (1< j<n), cu costul

corespunzator (dj+ dj) inferior costului curent (dy), atunci noul drum de la i la & via
Jj este de cost mai mic decat cel al drumului vechi, deci w-distanta Intre i §i £ trebuie
reactualizatd la dij+ dj.

Algoritmul Yen

Pentru calculul tuturor w-distantelor intr-un graf ponderat, algoritmul propus
de Yen rezolva problema intr-o maniera mai eficienta decat algoritmul Roy-Floyd,
din punctul de vedere al volumului operatiilor. Fie (V,E,w) un graf ponderat, W
matricea ponderilor. Pentru determinarea w-distantelor de la varful v, fixat la
celelalte varfuri ale grafului, algoritmul Yen initiaza urmatoarele operatii:

Pasul 1: D=W
Pasul 2: i=1;Mk) =0, b(k) = 0; A(j)=0, pentru toti 1 < j<n,j#k
Pasul 3: Calculeazd min{dy; 1< j<n, A(j)=1}; determina j, astfel incat
Mjo)=1si dkjo =min{dy; 1 <j<n,Aj)=1}
B(jo) = dkjo , Mjo) =0
d[k.j] = min{d[k.j],d[k,j0]+d[jO.j]}, pentru toti j, 1 < j<n
i=i+1
Pasul 4: Daca i<n, reia Pasul 3, altfel stop.

La terminarea algoritmului, componentele vectorului B sunt egale cu
w-distanta de la varful vi la orice alt varf al grafului: B(G)=D(vi,vj), 1<j<n.
Intr-adevar, componentele egale cu 1 ale vectorului A indica, la fiecare reluare a
pasului 3, varfurile grafului pentru care nu s-a calculat inca w-distanta la varful vy.
Dupa fiecare efectuare a etapei 3, daca jo a fost selectat, atunci B(jo)=D(vy, v i ).
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