STRUCTURI ARBORESCENTE

In clasa grafurilor conexe, structurile cele mai simple, dar care apar cel mai
frecvent in aplicatii, sunt cele arborescente (arbori). In acest capitol sunt prezentate
principalele caracteristici ale arborilor, algoritmi pentru calculul arborelui partial de
cost minim, arbori directionati, arbori cu radacin si arbori binari. Pe 1angé operatiile
primitive asupra arborilor — cautarea unei informatii, inserarea unui nod, extragerea
unui nod si metode de parcurgere, sunt prezentate doud clase importante de arbori
binari, si anume arbori de sortare si arbori de structura.

4.1 Grafuri de tip arbore

4.1.1 Definitii si caracterizari ale grafurilor de tip arbore

Definitia 4.1.1. Graful G este arbore daca G este aciclic si conex.
Definitia 4.1.2. Fie G=(V,E) graf arbore. Subgraful H=(V1,E1) al lui G este
un subarbore al lui G daci H este graf arbore.

Exemple:
4.1. Graful

este arbore, deoarece pentru orice pereche de varfuri i,j, 1 <1,j<6, i#j, existd un i-j
drum si graful nu contine cicluri.
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4.2. Graful

1 3

nu este arbore deoarece este conex, dar drumul I":1,4,3,2,1 este un ciclu.

4.3. Graful

6 g @
nu este arbore deoarece are douda componente conexe {1,2,3,4,5,6}, {7,8}.

Proprietatea unui graf de a fi arbore poate fi verificata prin algoritmi care
testeaza calitatile de conexitate si aciclicitate. Verificarea proprietatii unui graf de a fi
arbore poate fi realizata si pe baza urmatoarelor proprietati:

Proprietatea 1.: Un graf G=(V,E), cu |V| =n,

E| = m este de tip arbore daca

si numai daca G este aciclic si n=m+1. Cu alte cuvinte, problema revine la
verificarea aciclicitatii grafului si a relatiei existente intre numarul varfurilor si
numarul muchiilor grafului.

Proprietatea 2: Un graf G=(V,E), cu |V| =n,

E| = m este de tip arbore daca

si numai daca G este conex si n=m+1.
Fie G=(V,E) un graf. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1.G este graf arbore;
2.G este graf conex minimal (oriare ar fi eeE, prin eliminarea muchiei
e graful rezultat nu este conex);
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3.G este graf aciclic maximal (prin addugarea unei noi muchii in graf

rezultd cel putin un ciclu).
Definitia 4.1.3. Un graf orientat D=(V,E), cu proprietatea cd pentru
Yu,veE, u,veE, atunci vug E se numeste graf asimetric. Digraful D este

simetric daca u,veE, uveE, daca si numai daca vueE.

Definitia 4.1.4. Fie D=(V,E) digraf netrivial. Graful G=(V,E’), unde

E’={uv/ uveE sau vueE} se numeste suport al digrafului D.

Definitia 4.1.5. Un arbore directionat este un graf orientat asimetric cu
proprietatea ca graful suport corespunzator lui este graf arbore. Arborele directionat
T=(V,E) este cu radacina daca existd reV astfel incat, pentru orice ueV, u#r, exista
r-u drum in T. Varful » se numeste raddcina arborelui directionat T.

Definitia 4.1.6. Daca T=(V,E) este arbore directionat, atunci T1=(V1,E1)
este subarbore al lui T dacd V1<V, E1cE si T1 este arbore directionat.

Deoarece graful suport al unui arbore directionat este aciclic, rezultd ca
pentru orice ueV, u#r, r-u drumul in T este unic. De asemenea, un arbore
directionat are cel mult o ridicina. In consecinta, pentru orice ueV, u# r, distanta de
la radacina la varful u este egald cu numarul de muchii ale r-u drumului in T.

Exemple:
4.4. Arborele directionat

este cu radacina (varful » este raddcina arborelui).
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4.5. Arborele directionat

Z W
nu are radacina.

4.6. Arborele

este un subarbore cu radacind x al arborelui din exemplul 4.5

4.1.2 Arbori orientati; reprezentari si parcurgeri

Definitia 4.1.7. Un arbore orientat este un arbore directionat cu radacina.

Deoarece un arbore orientat este un caz particular de digraf, pentru
reprezentarea unui arbore orientat poate fi utilizata oricare din modalitétile prezentate
in §3.1. In plus, exista si posibilitatea obtinerii unor reprezentiri mai eficiente pentru
acest tip de graf.

Una dintre modalitati este reprezentarea FIU-FRATE, care constd in
numerotarea conventionala a varfurilor grafului si retinerea, pentru fiecare varf i al
arborelui, a urmatoarelor informatii:

- FIU(), care reprezintd numarul atagat primului descendent al varfului ;

- FRATE(), care reprezintd numarul atagat varfului descendent al tatilui
varfului i si care urmeaza imediat lui i;

- INF(i), care reprezinta informatia atasata varfului i (de obicei valoarea ).

Pentru reprezentarea arborelui se retin radacina si numarul nodurilor.
Absenta “fiului”, respectiv a “fratelui” unui varf, este marcatd printr-o valoare
diferita de numerele atasate varfurilor (de obicei valoarea 0).
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Exemplu:
4.7. Arborele orientat
1
2 3 4
\ 4
v
7 8 9
v v
10 1 12 13 14 15

este reprezentat astfel:
N=15 (numarul nodurilor arborelui)
R=1 (radacina), FIU=(2,5,7,9,0,10,0,0,13,0,0,0,0,0,0)

“fiul” lui 1 este 2 varful 9 are “fiul” 13

FRATE=(0,3,4,0,6,0,8,0,0,11,12,0,14,15,0)
varful 1 nu are frate varful 14 are fratele 15
Utilizand structurile de date dinamice pentru arbori orientati, se obtine o

reprezentare descrisd in continuare. Presupunand ca fiecare varf al arborelui are cel
mult n descendenti, fiecarui varf 1i este atasata structura:

identificatorul varfului vector de legaturi catre descendentii varfului

legatura catre fiul 1 legatura catre fiul n

Dacd un varf are p<n descendenti, atunci primele p legituri sunt catre
descendenti, iar ultimile #n-p legéturi sunt nil. Pentru n< 10, descrierea structurii de
date in limbajul Pascal este:

type ptnod="nod;

nod=record
infiinteger;
leg:array[1..10] of ptnod;
end;
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O parcurgere revine la aplicarea sistematica a unei reguli de vizitare a
varfurilor grafului. Cele mai uzuale reguli de parcurgere a arborilor orientati sunt
prezentate in continuare.

A. Parcurgerea in A-preordine

Initial varful curent este radacina arborelui. Se viziteaza varful curent si sunt
identificati descendentii lui. Se aplica aceeasi regula de vizitare pentru arborii care au
ca radacini descendentii varfului curent, arborii fiind vizitati In ordinea datd de
numerele atagate varfurilor radacina corespunzatoare.

Exemplu:
4.8. Pentru arborele orientat din exemplul 4.7, prin aplicarea parcurgerii in
A-preordine, rezulta: 1,2,5,6,10,11,12,3,7,8,4,9,13,14,15.

Pentru un arbore reprezentat FIU-FRATE, implementarea parcurgerii in
A-preordine se bazeaza pe urmatoarea procedura recursiva, avand ca parametru de
intrare radacina arborelui curent (varful curent in momentul apelului).

procedure A_preordine (R);
if R#0 then
vizit (R);
A _preordine(FIU[R]);
A_preordine(FRATE[R]);
endif;
end;

B. Parcurgerea A-postordine

Regula de vizitare a varfurilor In parcurgerea in A-postordine difera de cea in
A-preordine numai prin faptul ca radacina fiecarui arbore este vizitatd dupa ce au fost
vizitate toate celelalte varfuri ale arborelui.

Exemplu:
4.9. Pentru arborele orientat din exemplul 4.7, ordinea de vizitare a varfurilor
este: 5,10,11,12,6,2,7,8,3,13,14,15,9,4,1.

Pentru arbori reprezentati prin structuri de date arborescente, implementarea
parcurgerii in A-postordine poate fi obtinutd pe baza urmatoarei proceduri recursive.
Unicul parametru (de intrare) reprezintd radacina arborelui curent in momentul
apelului.

procedure A _postordine (R);
if R#nil then
do-for i=1,n,1
A postordine(R".leg[i]);
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enddo;
vizit (R);
endif;
end;

Procedurile A-preordine si A-postordine sunt variante de parcurgeri in
adancime, fiind prioritare varfurile aflate la distantd maximd fatd de radacina
arborelui initial.

C. Parcurgerea pe niveluri

Definitia 4.1.8. Un varf v al unui arbore orientat cu radicina r se afla pe
nivelul i al arborelui, daca distanta de la varf la radacina (lungimea r-v drumului) este
egala cu i. Radacina arborelui este de nivel 0.

Parcurgerea unui arbore orientat pe niveluri consta in vizitarea varfurilor sale
in ordinea crescatoare a distantelor fata de radacina.

Exemplu:
4.10. Pentru arborele din exemplul 4.7, prin aplicarea parcurgerii pe niveluri,
rezulta: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15.

Implementarea parcurgerii pe niveluri se bazeaza pe utilizarea unei structuri
de coada C. La momentul initial, radacina arborelui este unicul element din C. Atata
timp cat coada este nevida, se extrage (cu stergere) un varf din C, este vizitat gi sunt
introdusi In coadd descendentii sdi. Calculul se incheie in momentul in care, la
tentativa de extragere a unui varf din C, se constata C=0.

Parcurgerea pe niveluri este realizatd de urmatoarea procedura care are ca
parametri de intrare reprezentarea FIU-FRATE a grafului. Procedurile push si pop
realizeaza operatiile de acces introducere-extragere in C.

procedure parcurgere pe niveluri(R,FIU,FRATE,n)
C:ptcoada;
C=nil;push(C,R);
while C#nil do
pop(C,v);
VIZIT(v);
v=FIU[Vv];
while v£0 do
push(C,v);
v=FRATE]V];
endwhile;
endwhile;
end;
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Exemplu
4.11. Pentru arborele de la exemplul 4.7, evolutia algoritmului este:

C
t
t=1 1
t=2 2 3 4
t=3 3 4 5 6
t=4 4 5 6 7 8
t=5 5 6 7 8 9
t=6 6 7 8 9
t=7 7 8 9 10 | 11 12
t=8 8 9 10 | 11 12
t=9 9 10 | 11 | 12
t=10 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
t=11 11 12 | 13 |14 15
t=12 12 | 13 | 14 | 15
t=13 13 | 14 | 15
t=14 14 | 15
t=15 15
t=16

deci varfurile sunt vizitate in ordinea: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15.

Metoda BF pentru parcurgerea grafurilor este o generalizare a tehnicii de
parcurgere pe niveluri a arborilor orientati. O alternativd de implementare a
parcurgerii pe niveluri poate fi descrisa prin intermediul procedurilor recursive frati
si parc. Coada C este o variabild globala si este initializatd cu radacina arborelui.
Parcurgerea este obtinuta prin apelul parc(C).

procedure frati(v);
if v#£0 then
push(C,v);frati(FRATE[v];
endif;
end;

procedure parc;
if C#nil then
pop(C,v); VIZIT(v);
frati(FIU[v]); parc;
endif;
end;
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4.1.3 Arbori partiali; algoritmul Kruskal

Definitia 4.1.9. Fie G graf. Subgraful partial H este un arbore partial al lui G
daca H este graf arbore.

Definitia 4.1.10. Fie (V,E,w) un graf ponderat conex. Daca T=(V,E) este un
arbore partial al grafului G=(V,E), ponderea arborelui T este definitd prin:
W(T)= Z wi(e).

ecE,

Definitia 4.1.11. Fie T(G) multimea arborilor partiali corespunzatori grafului
G. ToeT(Q) este arbore partial minim pentru G daca W(To)=min{W(T); TeT(G)}.

Daca G este graf finit, atunci T(G) este multime finita, deci orice graf finit
ponderat si conex are cel putin un arbore partial minim.

Pentru calculul unui arbore partial minim sunt cunoscuti mai multi algoritmi.
In continuare este prezentat algoritmul Kruskal pentru determinarea unui arbore
partial minim al unui graf ponderat conex G=(V,E,w).

Pasul I: 1=1; E=J

Pasul 2: Determina multimea

R={e/ecE \ E,, astfel incat graful (V,E; ;U {e}) este aciclic}
Daca R={, atunci stop;

altfel, selecteaza e;eR cu w(e;))=min{w(e), ecR};

IEf=IEL1 o {ei}

Pasul 3: i=i+1 si reia pasul 2.

Structura (V,E;.,) calculata de procedura este arbore partial minim al grafului
conex ponderat G.

Ideea algoritmului Kruskal revine la alegerea si includerea in multimea de
muchii curente a unei muchii de cost minim incd neselectate si astfel incat sid nu
formeze un ciclu cu muchiile selectate la etapele precedente. Algoritmul se incheie
atunci cand nici o alegere nu mai este posibila. Aplicarea metodei la grafuri neconexe
calculeazda o multime de arbori partiali minimi, cidte un arbore pentru fiecare
componenta conexa.

Pentru implementarea algoritmului Kruskal, graful conex ponderat este
reprezentat sub forma tabelara, muchiile fiind ordonate crescator dupa ponderi.
Muchiile selectate de algoritm pot fi mentinute, de asemenea, intr-o structura
tabelara, sau doar marcate ca fiind incluse in multimea muchiilor arborelui partial
minim a cirui constructie este doritd. In varianta prezentati in continuare muchiile
selectate sunt afisate.

Pentru verificarea conditiei ca muchia selectatd sa nu formeze nici un ciclu
cu muchiile selectate la etapele precedente, este utilizat un vector, TATA. Pentru
fiecare varf i (varfurile grafului fiind numerotate de la 1 la n, unde n este numarul
nodurilor grafului), componenta TATA [i] este predecesorul sdu in arborele care
contine varful i construit pand la momentul curent, daca i nu este radacina acelui
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arbore, respectiv. TATAJi] este egal cu —numdrul de vdrfuri ale arborelui de
valoarea -1. Calculul care realizeazd adaugarea unei noi muchii poate fi descris
astfel:

- este determinata o muchie de cost minim, e=v1v2, care nu a fost selectata
anterior;

- se verifica proprietatea de aciclicitate a grafului care rezulta prin eventuala
adaugare a muchiei selectate astfel: daca varfurile vl si v2 nu apartin
aceluiagi arbore, atunci proprietatea de aciclicitate este indeplinitd si
muchia e este adaugatid la structura curentd. Determinarea valorii k
reprezentdnd radacina arborelui care contine varful dat v rezultd prin
parcurgerea vectorului TATA:

k=v;
while TATA[k] >0 do k=TATAJKk]
endwhile;

- adaugarea muchiei e selectate este realizatd prin reunirea arborilor cu
radacini r/ si r2, din care fac parte v/ si respectiv v2, astfel: daca
TATA[r1]<TATA[r2] (arborele de radacina »/ contine mai multe varfuri
decat arborele de radacind r2), atunci arborele rezultat prin reunirea celor
doi arbori are ca radacind varful »/, iar varful »2 devine fiu al lui »/
(TATA[r2]=r1 si TATA[rl] =TATA[r2[+TATA[r1] (numarul muchiilor
arborelui cu radacina r/ este crescut cu numarul muchiilor arborelui cu
radicind r2). In caz contrar se procedeazi analog, ridicina arborelui
rezultat prin reunire fiind »2, iar r1 devenind fiu al radacinii.

Calculul se incheie dupa ce a fost addugata cea de-a (n-1)-a muchie.

4.2 Arbori binari

4.2.1 Reprezentare; parcurgeri

Definitia 4.2.1. Un arbore binar este un arbore orientat cu proprietatea ca
pentru orice varf v, od(v)<2. In cazul od(v)=2, cei doi descendenti sunt desemnati ca
descendent stang (fiu stdnga) respectiv descendent drept (fiu dreapta). Pentru
varfurile cu od(v)=1, unicul descendent este specificat fie ca fiu stinga, fie ca fiu
dreapta.

Definitia 4.2.2. Se numeste nod terminal orice varf v al arborelui cu od(v)=0.
Nodul v este neterminal daca od(v)>0.

Reprezentarea unui arbore binar este realizatd prin retinerea, pentru fiecare
nod, a legaturilor catre descendentii lui. Absenta unui descendent este reprezentata
prin nil.
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identificator legatura fiu legatura fiu
nod stanga dreapta

Structura de date Pascal este:
type arb="nod;
nod=record,;
infiinteger;
fius,fiud:arb;
end;

Definitia 4.2.3. Fie T=(V,E) un arbore binar cu radacina R. Subarborele
stang al lui T este ST=(V\{R},E\{RS}), unde S este fiul stdnga al radacinii.
Subarborele drept al lui T este DT=(V\{R},E\{RD}), unde D este fiul dreapta al
radacinii.

In plus fatd de metodele deja prezentate pentru parcurgerea arborilor generali
si care sunt aplicabile §i in acest caz particular, parcurgerile in preordine(RSD),
inordine(SRD) si respectiv postordine(SDR) sunt special considerate pentru arbori
binari §i au multiple aplicatii. Regula de vizitare revine la parcurgerea subarborelui
stang, a subarborelui drept corespunzatori varfului curent. La momentul initial, varful
curent este radacina arborelui. Diferenta intre cele trei tipuri de parcurgere este datd
de momentul in care este vizitat fiecare varf al arborelui. In parcurgerea RSD
(radacina-subarbore stang-subarbore drept), fiecare varf al arborelui este vizitat in
momentul in care devine varf curent; in parcurgerea SRD (subarbore stdng-radacina-
subarbore drept), vizitarea varfului este efectuatd dupa ce a fost parcurs subarborele
stang; in parcurgerea SDR (subarbore sting-subarbore drept-ridacind) vizitarea
fiecarui varf este efectuatd dupa ce au fost parcursi subarborii aferenti lui.

Procedura preordine realizeaza parcurgerea in preordine, metodele SRD si
SDR fiind propuse cititorului ca exercitii. Procedura preordine este recursiva si are
ca parametru de intrare varful curent In momentul apelului.

procedure preordine(r:arb);
begin
if r<>nil then
begi n
wite(r™.inf);
preordi ne(r”~.fius);
preordi ne(r”. fiud);
end;
end;
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4.2.2 Arbori binari de sortare

Definitia 4.2.4. Un arbore de sortare este un arbore binar cu propriettile:
= fiecarui nod i al arborelui 1i este atasatd o informatie INF(i) dintr-o
multime ordonata de valori;
= pentru fiecare nod i, INF(i) este mai mare decat INF(j), pentru toate
nodurile j din subarborele stdng al arborelui cu radacina i;
= pentru fiecare nod i, INF(i) este mai mica decat INF(j), pentru toate

= pentru orice varfuri i,j, daca i#j, atunci INF(7)2INF(j).

Exemplu:
4.12. Arborele binar

(03 o
/
OB ONONO

este de sortare.

Operatiile uzuale efectuate asupra arborilor de sortare sunt inserarea unui
nod, stergerea unui nod si parcurgerea arborelui (in preordine, inordine sau
postordine). Inserarea si stergerea nodurilor intr-un arbore de sortare trebuie realizate
astfel incat arborele rezultat sa fie, de asemenea, arbore de sortare.

Parcurgerea in inordine a unui arbore de sortare determind secventa
varfurilor arborelui in ordinea crescatoare a informatiilor atasate.

Exemplu:

4.13. Pentru arborele de sortare descris in exemplul 4.12, parcurgerea in
inordine determina secventa de valori: 20,30,40,50,60,70,80,90, adica exact vectorul
de informatii asociate nodurilor ordonat crescator.
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Inserarea unui nod intr-un arbore de sortare

Algoritmul de inserare a unei informatii nr in arborele de sortare de radacina
rad este recursiv si constd in efectuarea operatiilor. Varful curent v la momentul
initial este rdddcina arborelui.

- 1. daca arborele de radacina v este vid (v=nil), este generat arborele cu un
singur nod, avand nr ca informatie atasata;
- 2. altfel
- a) dacd informatia atasatd nodului v este mai mare decat nr,
atunci varful curent devine fiul stanga al lui v;
- b) daca informatia atasatd nodului v este egala cu nr, atunci stop
(se previne duplicarea informatiilor atagate varfurilor arborelui);
- c¢) daca informatia atasatd nodului v este mai mica decat nr,
atunci varful curent devine fiul dreapta al lui v.

Exemplu:

4.14. Aplicarea algoritmul descris pentru inserarea informatiei 55 in arborele
de sortare din exemplul 4.12 determina urmatoarele operatii:

INF(v)=50<55: se decide inserarea in subarborele drept cu raddcina avand
informatia atasata 70 (cazul 2.¢);

INF(v)=70>55: se decide inserarea in subarborele stang cu radacina avand
informatia atasata 60 (cazul 2.a);

INF(v)=60>55: se decide inserarea in subarborele stang cu radacina nil
(situatia de la 1). Se decide crearea nodului cu informatie 55, fiu stang al nodului de
informatie 60.

Arborele rezultat este:
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Stergerea unei informatii dintr-un arbore de sortare

Algoritmul pentru stergerea unei informatii nr din arborele de sortare de
radacina rad este recursiv este descris in continuare. Varful curent v la momentul
initial este rddacina arborelui.

1. dacé arborele este vid (v=nil) atunci stop (nr nu se afla in multimea
informatiilor atagate nodurilor arborelui);

2. altfel

Exemple:
4.15. Stergerea informatiei 70 in arborele de sortare din exemplul 4.12 este
realizata astfel:
70>50, decide stergerea din subarborele drept (cu radacina 70) - situatia 2.b;

70=70, decide stergerea din arborele curent: radicina etichetatd cu 70 -

situatia 2.c;

a) dacd informatia atasatd nodului v este mai mare decat nr,
atunci varful curent devine fiul stdnga al Iui v ;

b) dacd informatia atagatd nodului v este mai micd decat nr,
varful curent devine fiul dreapta al Iui v ;

¢) daca INF(v)=nr atunci:

cl) daca subarborele stang este vid (v".filus=nil), atunci
adresa varfului v este memorata intr-o celuld suplimentard
aux, v devine fiul dreapta al lui v, iar celula aux este
eliberatdi din memorie (este disponibilizatd celula
corespunzatoare varfului din arbore de informatie nr);
c2) daca subarborele stang este nevid, atunci se determind
cel mai mare element din subarborele stang (este parcurs
subarborele stang pe legaturile din dreapta, cat timp acest
lucru este posibil, cu pastrarea si a adresei nodului parinte
corespunzator fiecarui varf atins) :

p:=v~.fius;

while p*.fiud<> nil do

begin

pl:=p;

p:=p”.fiud;
end;

c2.1) daca fiul stinga al lui v nu are subarbore drept
(v~ fius”.fiud=nil), atunci informatia atasata fiului stinga se
transfera in varful curent, iar fiul stdnga (v*.fius) este
inlocuit cu fiul sdu stanga (v*.fius".fius) si este eliberata
memoria corespunzatoare celulei v*.fius.
c2.2) altfel, se transfera in radacind informatia atasata
ultimului nod p determinat la c2), nodul p este inlocuit cu
fiul sdu stang si celula corespunzitoare Iui p este eliberata
din memorie.
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Exista subarbore stang (rddacina lui p este etichetatd cu 60) iar acesta nu are
subarbore drept - situatia 2.c./.: nodul cu informatie 70 este etichetat cu 60, iar p este
inlocuit cu subarborele sau stang (vid)

Arborele de sortare rezultat este:

4.16. Stergerea informatiei 30 din arborele de sortare:

este realizata astfel:
30>50, decide stergerea din subarborele stang (cu radacina 30) - situatia 2.a;
30=30, decide stergerea din arborele curent: radicina etichetatd cu 70 —
situatia 2.c;
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Existd subarbore stang (radicina este etichetatd cu 20), iar acesta are
subarbore drept - situatia 2.c.2: nodul cu informatie 30 este etichetat cu 25
(informatia ultimului nod p detectat la ¢2)), iar p este inlocuit cu subarborele sau
stang (cu radacind 24).

Arborele rezultat este:

«»

Punctul c) de la pasul 2 poate fi inlocuit cu:

c¢) daca INF(v)=nr atunci:

- cl) daca subarborele drept este vid (v”.fiud=nil), atunci adresa
varfului v este memorata intr-o celuld suplimentara aux, v devine fiul stanga al lui v,
iar celula aux este eliberatd din memorie (este eliberat varful de informatie nr);

- ¢2) dacéa subarborele drept este nevid, atunci se determina cel mai
mic element din subarborele drept (este parcurs subarborele drept pe legiturile din
stdnga, cat timp acest lucru este posibil, cu pastrarea si a adresei nodului parinte
corespunzator fiecarui varf atins) :

p:=v~.fiud;

while p”.filus<> nil do

begin

pl:=p;p:=p".fius;

end;
c2.1.) daca fiul dreapta al Iui v nu are subarbore sting
(v~.fiud”.fius=nil), atunci informatia atasata fiului dreapta se
transfera in varful curent, iar fiul dreapta este inlocuit cu fiul
sdu dreapta (v/.fiud".fiud) si este eliberati memoria
corespunzatoare celulei v*.fiud.
c2.2) altfel, se transfera in radacind informatia atasata
ultimului nod p determinat la c2), nodul p este inlocuit cu
fiul sdu dreapta si celula corespunzétoare Iui p este eliberata
din memorie.
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4.2.3 Arbori de structura

Expresiile aritmetice in care intervin numai operatori binari pot fi
reprezentate prin intermediul arborilor strict binari (fiecare nod neterminal are doi
fii). Un arbore de structura are varfurile etichetate astfel:

- fiecare nod neterminal este etichetat cu un simbol corespunzitor unuia
dintre operatori;
- fiecare nod terminal este etichetat cu un operand (variabila sau constanta);

Constructia arborelui de structurd corespunzator unei expresii aritmetice date
se realizeazd pe baza “parantezdrii” existente in expresie §i a prioritatilor
conventional asociate operatorilor (ordinea operatiilor) astfel incat radacina fiecarui
subarbore este etichetatd cu operatorul care se executd ultimul in evaluarea
subexpresiei corespunzatoare acelui subarbore.

Exemplu:
4.17. Pentru expresia matematica (a+b)*(c-d)+e/g, arborele de structura este:

()
ao
olcRe o

Constructia arborelui de structura pentru o expresie s se face in doua etape, si
anume:

1. Atasarea prioritatilor operatorilor §i operanzilor (toti operanzii
au aceeasi prioritate, egald cu prioritatea maxima). Prioritatile atasate
permit eliminarea parantezelor fard ca semnificatia expresiei sd se
modifice;

2. Constructia propriu-zisa.
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Prima etapa este realizata astfel:

- prioritatea initiald a operatorilor ‘+’,’-* este 1 (dacd expresia nu contine
paranteze, atunci in constructie operatorii vor fi primii luati in considerare,
in ordinea de la dreapta la stanga);

- prioritatea initiald a operatorilor /’,’*‘ este 10 (daca expresia nu contine
paranteze, acestia sunt considerati dupd operatorii de prioritate 1 in
ordinea de la dreapta la stanga);

- prioritatea fiecarui operator este incrementatd cu valoarea 10 pentru
fiecare pereche de paranteze in interiorul carora se afla;

- prioritatea atasata fiecarui operand este maxint.

Dupa stabilirea sistemului de prioritati, se elimind parantezele din expresie

(ordinea de efectuare a operatiilor in cadrul expresiei este indicatd de vectorul de
prioritati atasat).

Exemplu:
4.18. Etapele calculului sistemului de prioritdti pentru expresia de la
exemplul 4.17 sunt:

] dim vectorul prioritate

(maxint)

(maxint,11)

(maxint,11,maxint)

(maxint,11,maxint)

(maxint,11,maxint,10)

(maxint,11,maxint,10)

S| w|au|s v =]
o

—_
[e)
O |0 QAN nN|BR[R|W|WIN|—O

10 (maxint,11,maxint,10,maxint)
10 (maxint,11,maxint,10,maxint,11)
10 (maxint,11,maxint,10,maxint,11,maxint)
0 (maxint,11,maxint,10,maxint, 1 1,maxint)
12 0 (maxint,11,maxint,10,maxint,11,maxint,1)
13 0 (maxint,11,maxint,10,maxint,11,maxint,1,maxint)
14 0 10 | (maxint,11,maxint,10,maxint,11,maxint,1,maxint,10)
15 0 11 | (maxint,11,maxint,10,maxint,11,maxint,1,maxint,10,maxint)

Dupa eliminarea parantezelor, expresia rezultata este s=atb*c-d+e/g, avand
ca vector de prioritati (maxint,11,maxint,10,maxint,11,maxint,1,maxint,10,maxint).

Constructia arborelui de structurd pe baza expresiei s, din care au fost
eliminate parantezele si a vectorului de priorititi, poate fi realizeaza recursiv in
modul descris in continuare. La momentul initial expresia curenta este cea data.
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- Pentru expresia curentd se determind operatorul/operandul de prioritate
minima care se atagseaza ca etichetd a radacinii » a subarborelui de
structura corespunzator ei; fie i pozitia acestuia in cadrul expresiei;

- Daca expresia are un singur simbol (operand) atunci r.fius=r".fiud=nil;

- Altfel, se considera subexpresiile s/ si 52, constand din simbolurile de pe
pozitiille 1 pand la i-1 i respectiv i+1 pand la length(s). Arborii de
structurd corespunzatori subexpresiilor s/ si s2 se ataseaza ca subarbore
stang, respectiv subarbore drept varfului r.

Exemplu:
4.19. Pentru expresia de la exemplul 4.17, dupd determinarea vectorului de
prioritati si a expresiei neparantezate corespunzatoare, procedura cr_der realizeaza

urmatoarea constructie:

s=atb*c-dte/g,
prioritate=(maxint, 1 1,maxint,10,maxint,11,maxint,1,maxint, 1 0,maxint)

p=1,u=11 = min=1, i=8, arborele:

in constructie in constructie

p=1,u=7 = min=10, i=4, arborele:

@ in constructie

in constructie in constructie
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p=1,u=3 = min=11, i=2, arborele:

O

in constructie

in constructie

in constructie in constructie

p=u=1 = min=maxint, i=1, arborele:

()

in constructie

in constructie

in constructie
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p=3,u=3 =min=maxint, i=3, arborele:

()

in constructie

in constructie

p=5,u=7 = min=11, i=6, arborele:

in constructie

° in constructie in constructie
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p=5,u=5 = min=maxint, i=5, arborele:

in constructie

5 ° in constructie

p=7,u=7 = min=maxint, i=7, arborele:

in constructie

PANWAN
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p=9,u=11 = min=10,i=10, arborele:

‘ in constructie  1n constructie

p=9,u=9 = min=maxint,i=9, arborele:

S
ONORO

in constructie

AN
©
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p=11,u=11 = min=maxint,i=11, arborele:

ONORO

si constructia se termind.

Constructia arborelui de structurd se face in ipoteza in care expresia este
corectd. Procedura cr der se apeleazd cu:nil,l,length(s),s,prioritate, unde s si
prioritate sunt cei rezultati dupa apelarea procedurii prioritati.

Definitia 4.2.5. Se numeste forma poloneza directd a unei expresii, expresia
rezultatd in urma parcurgerii RSD a arborelui de structurd. . Se numeste forma
poloneza inversa a unei expresii, expresia rezultatd in urma parcurgerii SDR a
arborelui de structura.

Exemplu:
4.20. Pentru expresia consideratd la exemplul 4.17, forma poloneza directa
este +*+ab-cd/eg. Forma poloneza inversa a expresiei date este ab+cd-*eg/+.

Parcurgerea arborelui in inordine determind secventa de simboluri rezultata
prin eliminarea parantezelor din expresia datd. Restaurarea unei forme parantezate
poate fi realizatd printr-o parcurgere SRD 1n modul urmator. La momentul initial,
varful curent este radacina arborelui de structurd. Dacd varful curent v nu este varf
terminal, atunci se genereaza (sl) eticheta(v) (s2), unde eticheta(v) este operatorul
etichetd a varfului, s1 este secventa rezultatd prin traversarea SRD a subarborelui
stdng, s2 este secventa rezultatd prin traversarea SRD a subarborelui drept. Daca v
este varf terminal, atunci este generata secventa eticheta(v).
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Exemplu:

4.21. Prin aplicarea traversarii SRD a arborelui de structura al expresiei din
4.2.6, rezulta:

s=(((a)H(b)*((c)-(dD))H(e)/(2)).

Se observa cd, prin aplicarea traversarii SRD §i a parantezarii descrise,
expresia rezultatd are aceeasi semnificatie cu expresia initiald, dar apar multe
paranteze “inutile”. Propunem ca exercitiu scrierea unei proceduri Pascal pentru
eliminarea parantezelor inutile.

Evaluarea expresiilor aritmetice pe baza arborilor de structura

Traversarea SRD a arborelui de structura atasat unei expresii aritmetice
permite evaluarea expresiei pentru valorile curente corespunzétoare variabilelor.
Evaluarea poate fi efectuatd in mod recursiv. La momentul initial, varful curent este
radacina arborelui. Daca v este varf curent, atunci noua informatie asociata lui v este:

- val(eticheta(v)), daca v este varf terminal;

- val(s])eticheta(v)val(s2), daca v este neterminal,

unde val(s1), val(s2) sunt valorile rezultate prin evaluarile subarborilor sting
si respectiv drept ai lui v; val(eticheta(v)) este valoarea curentd a variabilei, daca
eticheta lui v este variabila, respectiv valoarea constantei, daca eticheta lui v este o
constanta.

Daca v este varf neterminal, atunci noua informatie asociata lui v este
val(s1)eticheta(v)val(s2), ce reprezintd rezultatul operatiei eticheta(v) aplicatd
valorilor val(s1), val(s2).

Exemplu:
4.22. Prin aplicarea metodei de evaluare descrise, se obtine:

"
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